Umwege suche ich nicht, zu den Logarithmen fiihre ich dich,
mdgen jene auch sehr getrennt von unserem Ziel gesehen wer
den, deshalb zeige ich kurz jene Unterweisung, die Logarith
men betreffend.

Alphonse Antonio de Sarasa, 1649

Die Berechnung der hyperbolischen Logarithmen
im 17. Jahrhundert

Stephan Weiss

Summary

Hyperbolic logarithms were found in the 17th century while trying to determine
the area between a hyperbola and an axis. This article follows that path and
shows the methods of their calculation. The reasons for the lack of complete and
useful hyperbolic tables until the middle of the 18th century are explained.

Logarithmen sind eine der grossen und weitreichenden Ausarbeitungen in der
angewandten Mathematik. Auf der Grundlage erster Entwiirfe im 16. Jahrhun-
dert wurde diese Idee zu Beginn des 17. Jahrhunderts von John Napier 1614 und
Henry Briggs 1618-1633 in Tafeln realisiert. Zahlreiche Varianten von Logarith-
mentafeln folgten. Man nannte sie zunichst Briggs'sche, spater dekadische Loga-
rithmen, weil ihnen die Basiszahl 10 zugrunde liegt.

Einige Jahrzehnte spiter entstand aus Untersuchungen zur Geometrie der Hy-
perbel das System der hyperbolischen Logarithmen, daher auch ihr erster Name.
Es folgten Versuche, die Zahlenwerte dieser Logarithmen zu berechnen. Als Lo-
garithmen Jahrzehnte spater Gber die Basiszahl definiert wurden stellte sich
heraus, dass sie mit den natiirlichen Logarithmen zur Basis e =2, 718 281 828...
1dentisch sind. Da man diesen Zusammenhang anfangs nicht erkennen konnte
wird auch hier im historischen Zusammenhang dem Gebrauch folgend weiterhin
die Bezeichnung hyperbolisch verwendet.
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Die historische Definition des Logarithmus basiert auf einer Definition mit Hilfe
von Proportionalitdten. Davon ausgehend wurden die dekadischen Logarithmen
berechnet und mit ihr wurde der hyperbolische Logarithmus gefunden. Diese
Definition unterscheidet sich wesentlich von der modernen sogenannten funktio-
nalen Definition. Zum besseren Verstiandnis der historischen Argumente und Er-
gebnisse in den Arbeiten zeitgenossischer Mathematiker soll nachfolgend das
Wesentliche der historischen Definition in Kurzfassung erldutert werden.

Logarithmen bilden eine arithmetische Folge von Zahlen, die ihren Numeri in
einer geometrischen Folge zugeordnet sind.

Geom. Folge (Num) z z°q z°q z°q
Arith. Folge (Log) s std st2d st3d

In einer geometrischen Folge wird jede néchste Zahl durch Multiplikation der
vorhergehenden mit dem gleichen konstanten Faktor q gebildet.

In einer arithmetischen Folge wird jede néchste Zahl durch Addition oder Sub-
traktion einer Konstanten d zu der vorhergehenden gebildet.

Die Zuordnung von Logarithmus zu Numerus kann in weiten Grenzen gesetzt
werden, der Sonderfall log(1) =0 ist nur eine Mdéglichkeit. Es stellte sich bald
heraus, dass diese Zuordnung die Anwendung von Logarithmen vereinfacht und
zu der uns heute geldufigen Beziehung

log (a*b) =log a + log b
fihrt.

Henry Briggs hat neben der Stufung der Numeri in Potenzen von 10 auf diese
Vereinfachung log(1) = 0 zuriickgegriffen.

Ergénzt werden muss, dass der historischen Definition des Logarithmus keine
Basiszahl zu Grunde liegt.!

Der hyperbolische Logarithmus hat seine Wurzeln in den Untersuchungen zur
Quadratur der Hyperbel. Darunter verstand man die Bestimmung des Flachen-
inhaltes von Segmenten zwischen der Hyperbel und ihrer Abszisse oder Ordi-
nate.

Bei der Suche nach diesen Wurzeln findet man eine Abfolge von Beitriagen, die
zuweilen aufeinander Bezug nehmen, ablehnend, zustimmend oder ergédnzend.
Die Darstellungen der Autoren stiitzen sich auf Beweisfithrungen und Ableitun-
gen aus der Geometrie sowie auf Betrachtungen zu Proportionalitaten.

Zugleich waren die Untersuchungen an der Hyperbel ein Ausgangspunkt fir die
Entwicklung der Infinitesimalrechnung. Dieser Zweig muss hier unberiicksich-
tigt bleiben. Fiir die folgenden Erlduterungen wurden deshalb nur thematisch

1 Ausfihrlich s. hierzu Weiss 2013 und 2021.
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relevante Abschnitte aus den originalen Werken verwendet, wo notwendig ver-
kiirzt und in moderne verstiandliche Fassungen und Formeln umgesetzt.

Der Schwerpunkt dieser Ausarbeitung beschrankt sich auf die Frage, mit wel-
chen Methoden und in welchem Umfang hyperbolische Logarithmen tatsichlich
berechnet und nicht nur aus theoretischer Sicht behandelt wurden.

In der zeitlichen Reihenfolge der Beitridge zum Thema ist zunédchst der flamische
Mathematiker und Jesuit Grégoire de Saint-Vincent (1584-1667) zu nennen. Er
zeigt in seinem Werk Opus Geometricum 1647 u.a. eine der besonderen Eigen-
schaften der Hyperbel mit der Ordinate AB und der Abszisse AC (Bild 1)?

PROPOSITIO €1X.

Slnt AB, A C alymptotihyperbole DEF : divisaque AC, vt AG,
AH,ALAK,AC continuz fint proportionales, ponantur G D,E H,
LLMK,FG,ipfi AB zquidiftantes.

\ : Dico HD, IE , KL ,CM
® Q: {egmenta elle zqualia.

E Demonfiratio.
L :
T Voniam AG,AH,AI,&¢c.
" A proportionales funt, D G,EH,
l L1, &c, eamdem quoque inter fe
. ! : : continuant ¢rationem ; vnde DH,
f:u.ﬁ-—u S L 4 EI ffegmenta funt aqualia. Simili-

g tercim EH, LLMK, F C in cadem fint proportionc, g zqualia quoque funt fe-
gmenta EI, L K, MC. Conftat igicur veritas propoficionis,

Bild 1: aus Saint-Vincent 1647, S. 586, Propos. 109

Er zeichnet von den Punkten G, H, I, K, C auf der Abszisse aus eine Linie paral-
lel zur Ordinate AB nach oben bis zur Hyperbel und stellt fest, wenn die Strecken
AG, AH, AI, AK, AC auf der Abszisse eine geometrische Folge bilden, d.h. wenn

fir sie gilt

AH _ Al _ AK _ AC _
AG ~ AH ~ Al AK

dann sind die Flachen DGHE, EHIL, LIKM, MKCF... unter der Hyperbel gleich
gross. Anders ausgedriickt, setzt man das Verhéaltnis AH/AG =r dann bilden die
Strecken

2 St.Vincent 1647, S. 597, Propositio (Aussage) 109. S. a. Volkert 1996.
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AG, AH =AGr, Al =AHr =AGr?, AK =Alr =AGr3, AC =AKr = AGr? usw.
eine geometrische Folge und die Flachen
DGHE, DGIL, DGKM, DGCF usw. eine arithmetische Folge.

Hier tritt die Zuordnung zwischen den Elementen einer geometrischen und einer
arithmetischen Folge zutage, die der historischen Definition der Logarithmen
entspricht. Bei St.Vincent ist von einem Logarithmus noch nicht die Rede, erst
sein Nachfolger geht darauf ein.

St.Vincents Schiiler und spaterer Kollege Alphonse Antonio de Sarasa (1618-
1667) greift in seinen Arbeiten die Zusammenhénge zwischen Abschnitten auf
der Abszisse und den zugehérigen Hyperbelsegmenten wieder auf (Bild 2)?

IXF
¥
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X 7
fG : r:E‘ : : g 5} G
RO-g RS BRI R e

Bild 2: aus Sarasa 1649, Propos. 3

Nach einer langen Ableitung zeigt er, vereinfacht dargestellt, wenn die Flachen
unter der Hyperbel innerhalb der Senkrechten HB, IC, KD, LE, MF usw. gleich
sind, d.h. sie ergeben aufsummiert eine arithmetische Folge, dann bilden die
Strecken AB, AC, AD, AE, AF usw. eine geometrische Folge. Uber diesen bereits
bekannten Zusammenhang hinaus betrachtet Sarasa erstmals die Segmente

3 Sarasa 1649, S. 8, Propos. 3 und folgendes Scholion (Randbemerkung)
Die Buchstaben T und H in Bildmitte sind verrutscht und sollten links unten stehend die
Folge verlangern.
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unter der Hyperbel als Logarithmen. Zu dieser Interpretation fiihrt er den Leser
mit dem aufklarenden Satz
Aber wozu diese Unruhe? Umwege suche ich nicht, zu den Logarithmen
fiihre ich dich, mogen jene auch sehr getrennt von unserem Ziel gesehen
werden, deshalb zeige ich kurz jene Unterweisung, die Logarithmen

betreffend’

In Ergédnzung erldutert Sarasa, dass sich aus diesen Ersetzungen mehr als nur
eine Zuordnung zwischen geometrischer und arithmetischer Folge ableiten lasst,
darunter auch, wie in Bild 2 eingetragen, die Folge der Zahlen 6 bis 11 an Stelle
der Flachen. Er prazisiert
Deshalb kénnen diese Fldchen den Platz der gegebenen Logarithmen
ersetzen...

Mit dieser Verallgemeinerung werden Zahlen und Segmente austauschbar. Weil
Sarasa basierend auf der proportionalen Definition die Natur der Logarithmen
meint und nicht ihre definierten Werte, wird daraus noch kein vollstandiges lo-
garithmisches System. Somit bleibt auch unbestimmt, ob und fiir welche Zahl
der Logarithmus Null gelten soll.

Einen konkreten Schritt weiter in diese Richtung geht der schottische Mathema-
tiker und Astronom James Gregory (1638-1675). Er greift erneut die Identitét
zwischen Flache und Logarithmus auf.
In Vera circuli et hyperbolae quadratura 1667 berechnet er die Flache eines Hy-
perbelsegments, indem der Abschnitt der Hyperbel durch zwei gleichméssig ge-
teilte Polygonziige ersetzt wird, die der Hyperbel eingeschrieben und umschrie-
ben sind. Mit zunehmender Teilung und weiteren Zwischenrechnungen erhalt er
schliesslich, auf 17 Stellen genau

Hlog 10 = 23025850929940456240178700

(entsprechend In 10 = 2,302585...)¢

Im Vergleich des Ergebnisses mit dem Zahlenwert fir log 10 =1 (bzw. 100000...)
bei Briggs handelt es sich um eine neue Art von Logarithmus, das fiel den Sach-
kundigen damals auch auf.

Gregory rechnet mit grossen Zahlen in der Teilung auf Abszisse und Ordinate
weil er eine hohe Genauigkeit erreichen will und weil sich eine einheitliche
Schreibweise des Dezimalbruchs noch nicht durchgesetzt hat. Die Nachrechnung

4 Sed quorsum haec inquies? ambages non quaero, ad Logarithmos te duco licet valde disparata
videantur haec a scopo nostro, breviter igitur eam doctrinam, Logarithmos comprehendere,
sic ostendo. Sarasa 1649, S. 8, Scholion, Ubersetzung vom Verfasser.

5 Unde hae superficies supplere possunt locum logarithmorum datorum... Sarasa 1649, S. 16,
Ubersetzung vom Verfasser.

6 Gregory 1667, S. 48f. Wie bei Gonzalez-Velasco 2011 wird hier Hlog als Kurzbezeichnung fiir
den aus der Hyperbel abgeleiteten Logarithmus verwendet.
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seiner Annahmen ergibt, dass er mit der Hyperbel y = 1/x arbeitet und
Hlog 1 = 0 setzt.”

Zu seiner Methode der Berechnung fithrt Gregory aus, diese Vorgehensweise sei
eine lange und beschwerliche Arbeit gewesen. Deshalb gibt er eine Anleitung, wie
man weitere Logarithmen berechnen kann. Er schreibt von einer logarith-
mischen Tafel, fiigt aber keine bei.®

Kurze Zeit spater macht Gregory Bekanntschaft mit einer grundlegenden Arbeit
uber das Berechnen von Logarithmen, der Logarithmotechnia von 1668 des Ma-
thematikers und Astronomen Nicolaus Mercator (1620?-1687).

Mercator — das ist die latinisierte Version seines Namens Nikolaus Kauffmann -
geht darin zunéchst auf das Berechnen von dekadischen Logarithmen ein. Im
letzten Abschnitt zeigt er, dass sich die Flachen unter der Hyperbel als Logarith-
men auffassen lassen und diese hyperbolischen Logarithmen mit einer unendli-
che Potenzreihe darstellbar sind.

In einer Ergidnzung® aus dem gleichen Jahr gibt Mercator weitere Erliuterungen.
Er verwendet darin erstmals den Begriff logarithmus naturalis und figt eine
Tafel natiirlicher Logarithmen bei, die in Bild 3 dargestellt ist.

e

00000000000 02,3025§83500299
69314718052 04,60517018599
109361228860 06,90775527398
138629436104 09,21034037198
160943791232 11,51292546497
179175946912 13,81551055796
19045910149C4 16,11809565096
207944154156 18,42068074395
219722457720 20,72326533695

O o~ NP L b -

Bild 3: aus Mercator 1668b, S. 762

Tabelliert sind die Zahlenwerte In(a), in der linken Spalte fir a =1, (1), 9, in der
rechten Spalte fir a=10"mitn =1, (1), 9.

Grundlage fiir Mercators Berechnungen sind Potenzreihen, deren Ableitung und
Aufbau er verbal und nicht sehr tibersichtlich darstellt. Ausgangspunkt ist die

Hyperbel y = 1% , entstanden aus der Verschiebung des Koordinatensys-
X

7 Heinrich 1901, S. 79; Gonzalez-Velasco 2011, S. 121.
8 Gregory 1667, S. 53-55.
9 Mercator 1668b.
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tems der Hyperbel y = 1 um eine Einheit nach rechts. Daraus leitet er ab,
X

in moderner Fassung geschrieben,
x5
In(1 + x) = x — t o fir0<x<1 (1a)

bzw.

In(1l —x) = -x - > - £ X _ . (1b)

1 1
In(1 + —) = — — + — + — 2a
( m) m 2m’® 3m’® 4m* 5m° (22)
oder, mit 1/m negativ,
1 1 1 1 1 1
In1 - —) = —— — - - - — e 2b
( m> m 2m? 3m’ 4m* 5m° (26)

Die Darstellung als Potenzreihe gibt eine neuartige Méglichkeit der Bearbeitung
und Berechnung von hyperbolischen Logarithmen, nicht mehr nur iber Proporti-
onen. Dieses neue Verfahren nehmen bald andere Mathematiker auf und erarbei-
ten Varianten.

Die Berechnung von In(11/10) und In(10/9) bei Mercator ist in Bild 4 darge-
stellt.
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(760)
Ez primo oxdine
i i
oS .08,
033333333 » 0333333
02§ 02§
02 o2
016666 10000333353
01428 —  §0001§
012§
o 10050335853 32,
o1 9950330853 i3%
F10033534772 Parimodo ex eodem
— 502516792 ordine procedunt ra-
T 10536051564,2 | tones e veies,
c531017980 &2 Totety Tedsass TevENe

Bild 4: aus Mercator 1668b, S. 760

Auf der linken Seite im Bild stehen untereinander die Werte von 1/n fliirn=1
bis 10, jeweils um eine Stelle nach rechts versetzt. Unter dem ersten Querstrich
findet man die erste Zwischensumme 10033534772 aller Werte fiir n ungerade (1,
3, 5, 7, 9) sowie die zweite Zwischensumme 502516792 aller Werte fiir n gerade
(2, 4, 6, 8, 10). Darunter folgt ein weiterer Querstrich.

Fir die Berechnung von 1n(11/10) = In(1 + 1/10) ist m = 10. Eingesetzt in die
Potenzreihe (2a) von oben ergibt sich, dass alle Elemente mit ungeradem n im
Nenner positiv, mit geradem n im Nenner negativ werden. Die Potenzen von
m = 10 im Nenner sind bereits bei der Einriickung der Zahlenwerte von 1/m
untereinander beriicksichtigt. Mercator zieht die zweite Zwischensumme von der
ersten ab und erhélt das Ergebnis

In(11/10) = 9531017980 (entsprechend 0,09531...).

In der Berechnung von 1n(10/9) =1In(1 + 1/9) mit m = 9 miisste Mercator die
Potenzen von 9 bestimmen. Er rechnet daher sehr geschickt mit dem Kehrwert
des Arguments, ndmlich 9/10 = 1 — 1/10 mit m = -10. Damit werden alle Ele-
mente der Potenzreihe negativ (Gl. 2b). Da jedoch der Logarithmus des Kehr-
wertes eines Arguments negativ ist erhélt man durchgehend positive Elemente
in der Potenzreihe. Mercator addiert daher die ersten und zweiten Zwischener-
gebnisse und erhalt

In(10/9) = 10536051564 (entspechend 0,10536...).

An dieser Stelle ist der Hinweis auf den Beitrag eines spiteren Autors zum glei-
chen Thema angebracht.
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Francis Maseres (1731-1824), Richter, Generalstaatsanwalt, Historiker und
Mathematiker, veroffentlicht zwischen 1791 und 1807 sein mehrbiandiges Werk
Scriptores Logarithmici, (dt. Autoren zu Logarithmen), or a collection of several
curious tracts on the nature and construction of logarithms. Es enthalt sowohl
die Wiedergabe originaler Texte anderer Autoren als auch eigene Ergdnzungen
und Kommentare.

Maseres geht in einem Abschnitt ausfiithrlich und auch mit Bezug auf Mercator
auf das Berechnen von Logarithmen ein.™

In ersten Beispiel wird In(10/9) mit Hilfe von Gl. (2a) berechnet.

Da 10/9 =1 + 1/9 gilt hier m = 9. Die Elemente 1/m™ werden durch fortgesetztes
Dividieren des Vorhergenden durch 9 ermittelt.

Maseres bezieht sich auf Mercator, allerdings wendet er nicht dessen Umfor-
mung lUber den Kehrwert an sondern er dividiert in diesem Beispel wiederholt
durch 9 und notiert die Zwischenergebnisse. In Bild 5 ist diese letzte Zusammen-
fassung dargestellt. Die Zwischenergebnisse werden dann durch 2, durch 3 usw.
dividiert. Fur eine grossere Genauigkeit rechnet Maseres bis zur 18. Potenz.

O;ITI,IIT,IIT,IIL, 111,111, = 0;006,172,839,506,172,839,
+ 3...5457,247,370,827,617, 30045+ 38,103,947,568,968,

3¢ 00305 32387,017,561,686, Sowageney J18,612,797,103;
;l LR LU L 29,867)8?9,?32’ ;- LI LEL NN L] 2’903’8211640,
Jeeegennresss286,797,199, 3o vegeeegeesys 28,679,719,

Bi waigeain yuies yonn g 205,088,
;I..’.OI,.I."i."ls,lzz,

;.00,00030.0,102,896,941’
;too’o.o’onl’oti’.30,26z’

;..-,...,...,....,-..,3'23, ;_-G.’.llo".D.,DOl,iip’ls‘g’

[ I I I B

+++++++

;i.o)to..’coo’tll.)o-.,n-31 ;-cn,o.u,.-n’-.o.,-.-,-os-,

= 0.111,571,775,657,104,874, — 0.006,211,259,999,278,572,
= 0.10§,360,515,657,826,302. Therefore this number o.105,360,515,657,

826,302 is the logarithm of the ratio of 1 +-;- to 1, or of 10 to g.
Bild 5: aus Maseres Bd. 1, S. 253

Nach Aufsummieren der positiven und Subtrahieren der negativen Zwischener-

gebnisse erhilt er das Ergebnis
In(10/9) = 0,105360515657826302.

Mercator berechnet nach dem gleichen Verfahren wie oben gezeigt auch In(10/8)
und In(12/10). Sodann ermittelt er aus den bekannten Zahlenwerten weitere
Logarithmen mit Hilfe der Beziehungen

10 Maseres Bd. 1, ab S. 251. Examples of the Computation of the Logarithms of the Ratios of
Several Numbers.
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In(3/2) = In(10/8) + In(12/10)

In(4/3) = In(12/10) + In(10/9)

In(2) = In(3/2) +1n(4/3)

In8 = 3*1In(2)

In(10) = In(10/8) + In(8) = 2302585092(84
In(11) = In(10) +In(11/10)

In(3) = In(3/2) +In(2)

Auffallend ist hierbei die gezielte Verwendung von Briichen bzw. Proportionen,
um die Logarithmen ganzer Zahlen zu erlangen.

Hierzu ist anzumerken, dass er so nur rechnen kann, weil die verwendete
Gleichung die Vereinfachung log 1 =0 enthilt.

Dartiber hinaus kennt Mercator das Verhéltnis der natiirlichen Logarithmen zu
den, wie er schreibt ,tabulierten®, womit die bekannten dekadischen Logarith-
men gemeint sind, weil er gegeniiberstellt

In10 _ 2302585 _ 1

log10 ~ 10000000  4,3429448

Nicht unerwéhnt bleiben darf an dieser Stelle der Mathematiker, Physiker und
Astronom Isaac Newton (1642-1727). Um 1665 / 1666 erarbeitet er aus Propor-
tionen in der Hyperbel die Berechnung des natiirlichen Logarithmus mit Hilfe
von Potenzreihen, vergleichbar mit der Methode bei Mercator. Allerdings publi-
ziert er seine Arbeiten nicht, sie werden erst zehn Jahre nach seinem Tod verof-
fentlicht."

Zuruck zu James Gregory. Wie bereits erwahnt lernt er Mercators Werk kennen
und ist davon begeistert. Er halt es fiir besser als seine eigenen Beitrage zu die-
sem Thema in Vera Circuli und erweitert seine neue Arbeit Exercitationes Geo-
metricae 1668 um einen weiteren Abschnitt hierzu. Darin erarbeitet er auf geo-
metrischer Basis und mittels Subtraktion zweier Potenzreihen fir den natirli-
chen Logarithmus eine neue Darstellung hierfiir.'

Dieses Ergebnis erldutert er nochmals in einem Brief an den der Mathematik
kundigen Michael Dary (??-1679), der in einer nicht ndher bekannten héheren
Stellung im Aufgabenbereich Mass und Gewicht téatig ist und Schriften mathe-
matischen Inhalts publiziert.” Dary gibt diese Kenntnisse weiter an Euclid
Speidell, dessen Werk tiber die Berechnung von hyperbolischen Logarithmen nun
vorgestellt werden soll.

11 Newton 1736. S. a. Maseres Bd. 1, S. Cff.

12 Gregory 1668, S. 9-13, N. Mercatoris. Quadratura Hyperboles Geometrice Demonstrata.
S. a. Maseres Bd. 1, S. XCVI u. Bd. 2, S. 2-5.
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Erwahnenswert ist, dass Euclid Speidell der Sohn des John Speidell, Professor
fiir Mathematik, war. Sein Vater hatte Anderungen und Ergénzungen an John
Napiers Logarithmen vorgenommen und 1619 unter dem Titel New Logarithmes
veroffentlicht. Die Tafel enthalt Zahlenwerte des natirlichen Logarithmus, der
allein auf den Ansatz Napiers zuriichzufiihren ist und keine eigenstindige Erar-
beitung darstellt."

Das Interesse an Mathematik muss Euclid Speidell von seinem Vater tibernom-
men haben, im Titel seines Werkes nennt er sich PhiloMath, Liebhaber der Ma-
thematik. Im Jahr 1688 veroffentlicht er seine
Logarithmotechnia: The making of numbers called logarithms to twenty
five places from a geometrical figure: with speed, ease, and certainty: the
like not hitherto published.

Der Titel gibt einige Informationen zum Inhalt. Er besagt, dass der Autor Loga-
rithmen mit 25 Stellen berechnet, eine geometrische Figur diene als Grundlage,
die angewandte Methode sei schnell, einfach und sicher und eine solche Aufstel-
lung habe es bisher noch nicht gegeben. Die folgende Analyse seines Werkes wird
diese Behauptungen priifen.

Gleich das erste Kapitel ist tiberschrieben mit Geometrical Logarithms. Gemeint
ist damit deren Ableitung aus der Geometrie der Hyperbel.

Uber die Quelle seiner Methode schreibt Speidell, er habe sich um 1675/76 mit
Michael Dairy, hier ist der Name etwas anders geschrieben, tiber hyperbolische
Logarithmen unterhalten und ihn um eine Methode des Berechnens von Hlog 10
gebeten. Nach seiner Aussage soll sich Dary die meiste Zeit seines Lebens dem
Studium der Mathematik gewidmet haben.

Einige Zeit spater klart ihn der Mathematiker John Collins dariiber auf, dass
diese Rechenmethode aus Gregorys Exercitationes stammt.” Speidell kauft sich
das Buch und kommentiert in den ersten Kapiteln seines Werkes die geometri-
schen Ableitungen bei Gregory.

Daran anschliessend greift er auf die Rechenmethode zuriick, die von Gregory
stammt und auf die ihn Dary aufmerksam gemacht hat. In moderner Darstellung
handelt es sich um die Potenzreihe

13 Hofmann 1939, S. 40. Dary publizierte
Gauging Epitomised, by Michael Dary, 1669.
Dary's Miscellanies: being, for the most part, a brief collection of mathematical theorems,
from divers authors,... ,1669.
Interest Epitomized, both compound and simple. 1677.

14 Henderson 1926, S. 175, Ziff. 203,0. Weiss 2013, S. 15.
15 Speidell 1688, S. 3.
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Hlogz _ z—-1 + 1(2—1)3 .\ 1(2—1)5 . 3"

2 z+1 3\ z+1 5\1z+1

Die Berechnung von Hlog 2 fiithrt Speidell auf den Seiten 34 und 35 ausfiihrlich
vor (s. Bild 6). Fir z =2 beginnt er mit

z—1 _ l
z+1 3

= 33333333... mit ausreichender Stellenzahl (Zeile I links)

Fur die Berechnung der folgenden Potenzen in der Reihe dividiert er von oben
nach unten jede vorhergehende Zahl durch 9, denn es gilt

2 n+2 n
(l) = 1 und hier (l) = (l) 1 .
3 9 3 3/9

In der linken Spalte auf S. 34 stehen untereinander die Zahlen
33333333.../9=37037037...
37037037.../ 9 =41152263...
41152263... /9 = 45724736...

Die Zeilen mit ihren Zahlen sind mit den romischen Zahlen I, II1, V, VII, IX usw.
der Potenzen des Klammerausdrucks markiert.

16 Gleichung (3) ergibt sich aus (1a) minus (1b) = In 1

z—1
z+1

mit X =
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J

Spalte durch 3, 5, 7 usw. und notiert die Ergebnisse daneben in der Spalte rechts

Anschliessend dividiert er von oben nach unten jede dieser Zahlen in der linken
auf S. 35 in gleicher Hohe
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33333333... /1 =33333333...
37037037... / 3 =12345679...
41152263... / 5 = 82304526...

Die Summe dieser Zahlen in der rechten Spalte entspricht (Hlog 2) /2 und er-
gibt, mit 2 multipliziert, das gesuchte Ergebnis
Hlog 2 = 6931471805599453094172321 (25-stellig, entsprechend 0,6931471...)

Speidell merkt an, dass er an dieser Rechnung etwa zwei Stunden gearbeitet hat
und dass sie weitaus leichter vonstattengeht als Gregorys erste Methode. Des
Weiteren zeigt er auf, dass man mit einigen bereits bekannten Logarithmen an-
dere auf einem einfachen Weg bestimmen kann. So lassen sich Vielfache einer
Zahl durch Multiplizieren ihres Logarithmus bestimmen oder andere Zahlen, als
Produkte dargestellt, durch Addieren ihrer Logarithmen. Als Beispiele hierfiir
nennt er

Hlog 4 =2 * Hlog 2;
Hlog5 = Hlog 4 + Hlog (1 + 1/4);
Hlog 10 = Hlog 2 + Hlog 5;

Um wie gezeigt weitere Logarithmen zu ermitteln berechnet Speidell
Hlog (1 + 1/4) auf die gleiche Weise wie zuvor Hlog 2.
Mit z=1+ 1/4 ergibt sich

_ 2
2= L 99111111, und (L] = L
9 9 81

Die Rechnung beginnt mit der Zahl 11111111..., die wie alle nachfolgenden Zahlen
durch 81 dividiert wird.

Das vorlaufige Ergebnis seiner Arbeiten ist eine kurze Tabelle hyperbolischer
Logarithmen mit 25 Stellen (Bild 7).""

Logarithm of 2. 6931471805599453094172321
Logarithm of 8. 20794415416798359282516663
Logarithm of 1. 2231435513142097557662951
Logarithm of 1o. 23025850029940456840179914
Logarithm of 5. 16094379124341003746007593

Bild 7: Hyperbolische Logarithmen bei Speidell 1688

Mit weiteren Berechnungen, die dhnlich ablaufen wie oben gezeigt, erhélt er die
hyperbolischen Logarithmen der ganzen Zahlen von 2 bis 10.

17 Speidell 1688, S. 38.
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Die rechentechnische Briicke zu den dekadischen Logarithmen von Briggs
schlagt Speidell tiber die historische proportionale Definition der Logarithmen.
Er argumentiert, es gelte

Hlog10 _ logl10 _ 1

Hlog? log2 log2

Daraus errechnet er iiber eine langwierige Division
log 2 = 301029995663981190

Speidell beendet sein Werk mit der Anmerkung, er wollte keine Logarithmentafel
beifiigen sondern nur zeigen, wie man diese berechnen und veroffentlichte priifen
konne.

Auch will er nach seinem Bekunden keine Beispiele fir den Gebrauch der Loga-
rithmen geben. Hierzu verweist er auf die Autoren der vorhandenen Tafeln. Er
vergisst auch nicht seinen Vater zu erwdhnen, der andere Logarithmen verof-
fentlichte, sich dann aber fiir die von Briggs entschied und Anleitungen zu deren
Verwendung gab.

Die Aussagen Speidells im Titel seines Werkes sind alle richtig, eine Aufstellung
dieser Art hat es bisher nicht gegeben, sofern man von jener bei Mercator mit ge-
ringerer Stellenzahl absieht, und sie stand auch in den néchsten achtzig Jahren

nicht zur Verfiigung.

Vollstandige Tafeln hyperbolischer Logarithmen erscheinen erst ab 1769/70 als
Teil einer umfangreicheren Tafelsammlung. Die ersten'® sind enthalten bei

Toaldo, 1769. Tavole Trigonometriche...,

Gardiner, 1770. Tables de Logarithmes,

Lambert, 1770. Zusatze zu den Logarith. und Trigonom. Tabellen,
Schulze, 1778. Sammlung Logarithmischer, Trigonometrischer... Tafeln.
Vega, 1794. Thesaurus Logarithmorum Completus.

Manche Tafeln bringen zuséatzliche Angaben tber die Berechnung der hyperboli-
schen Logarithmen, so bei Lambert 1770.

Bei Vega 1794 sind auf S. 641 ebenfalls Formeln fiir die Berechnung der Loga-
rithmen aufgefiihrt. Letztere werden hier bereits, eine seltene Ausnahme, loga-
rithmi naturales genannt. Ohne auf diese Methoden der Berechnung nédher ein-
zugehen kann man sie beschreiben als mit denen des 17. Jahrhunderts identisch
oder aus ihnen abgeleitet.

Die vorgestellten Autoren des 17. Jahrhunderts von James Gregory bis Euclid
Speidell erldutern das Berechnen von hyperbolischen Logarithmen anhand eini-
ger Zahlenwerte, sie geben jedoch keine vollstandige brauchbare Tafel. Auffal-
lend ist die lange Pause von achtzig Jahren von Speidell bis zum Erscheinen voll-

18 Zum Umfang der Tafeln s. Henderson 1922, S. 84 und S. 177ff.
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standiger Tafeln mit hyperbolischen Logarithmen. Hierfiir gibt es meines Erach-
tens mehrere Grinde.

Fur das Abkiirzen umfangreicher Berechnungen standen bereits die Tafeln mit
dekadischen Logarithmen von Briggs und den spiteren Bearbeitern zur Verfi-
gung. Sie haben zudem den Vorteil, in den Potenzen von 10 ganzzahlig gestuft zu
sein, was das Arbeiten mit Kennziffer und Mantisse ermoglicht.'® Des Weiteren
befand sich im 17. Jahrhundert die Differential- und Integralrechnung erst im
Aufbau. Lambert driickt diese Zusammenhénge im Vorwort zu seinen Tafeln hy-
perbolischer Logarithmen von 1770 klar aus:

§ 67, Jedoch um nunmehr zur Sache zu kommen, so kehre ich wieder zu

der Anmerkung zurticke, dal} seit dem Integralcalcul die Logarithmen

sich auf eine viel allgemeinere Art nothwendig gemacht haben, als

Nepper es sich zu seiner Zeit vorstellen konnte. Das Integrale

dx
s

und unzédhlige andere, die davon abhéingen, kommt bey dem Integriren

sehr haufig vor, und ohne Logarithmen wiirden eine Menge ntitzlicher

und wichtiger Aufgaben so viel als noch ganz unaufgel6l5t seyn. Nun for-

dert zwar der Integralcalcul eigentlich die hyperbolische oder eigentlich

nattirliche Logarithmen nur zur Abkiirzung der Rechnungen gebrauchte,

so liel3 man die hyperbolischen fahren, und berechnete andere, die der

decimalen FKinrichtung des Zahlengebdudes angemessener waren. Nun

hétte man seit der Erfindung des Integralcalculs die natiirlichen Loga-

rithmen wieder hervor suchen und sie in Tabellen vorstellen kénnen.

Allein die Neppersche Tafel fehlt in der letzten Ziffer, und so hétte sie

neu berechnet werden miissen. Man tréostete sich auch andern Theils

damit, dal3 die natiirlichen Logarithmen aus den Briggischen gefunden

werden konnen, wenn man diese mit

2,30258 50929 94045 68401 79914 etc.

multiplicirt. Und so blieben grosse Tafeln von natiirlichen Logarithmen

unberechnet.”

Die heute geldufige Definition des Logarithmus einer Zahl Z als jene Zahl p, mit
der man eine Basiszahl b potenzieren muss um Z zu erhalten, also

Z=bP und p=logrZ (b>0undb#1),
setzt sich ab der Mitte des 18. Jahrhunderts allm&ihlich durch, nicht zuletzt auf-
grund der Arbeiten von Leonhard Euler zu diesem Thema sowie der vereinheit-
lichten Schreibweise von Potenzen.

Fur die Logarithmen zur Basis e waren zwel Bezeichnungen gleichzeitig in Ge-
brauch, die natiirlichen und die hyperbolischen. Euler schreibt

19 Beispiel: log(Num * 10™) = n + log(Num).
20 Lambert 1770, S. 50. Zwei Seiten spater ergédnzt Lambert, die Integralrechnung mache

hyperbolische Logarithmen notwendig und da eine solche Tafel nicht existiert habe er sie
selbst berechnet mit Methoden, die er anschliessend erlautert.
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But if now logarithms may be constructed from this base (gemeint ist e =
2,7182818...), these are accustomed to be called natural or hyperbolic,
because the quadrature of the hyperbola can be expressed by logarithms
of this kind..”!

Die Benennung hyperbolisch hielt sich fiir Tafeln bis in die zweite Halfte des 19.
Jahrhunderts.

Mit der Einfithrung der Basiszahl e und mit den Hilfsmitteln der Differential-
und Integralrechnung wird die Mathematisierung der Naturwissenschaften er-
heblich erleichtert, woftiir vollstdndige Tafeln der hyperbolischen Logarithmen
notwendig sind. Zugleich profitiert die Technik von den neuen Werkzeugen der
Mathematik, weil physikalische Vorgidnge jetzt mathematisch beschrieben und
Bauteile im Voraus berechnet und dimensioniert werden kénnen.*
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