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Einleitung

Wer sich erstmals intensiver mit der Geschichte der Logarithmen befasst und
nicht nur mit der Aussage zufrieden geben will, John Napier sei deren Erfinder
gewesen, wird bald zwei Feststellungen machen: erstens hat man in der Vergan-
genheit Logarithmen alleinig als Werkzeug zur Vereinfachung des Rechnens ge-
sehen und zweitens brachte die Erstellung von Logarithmensystemen und de-
ren Anpassung an die Verwendung zunächst unterschiedliche Systeme hervor.
Dieser Aufsatz greift beide Feststellungen als Themen auf, zusammengefasst
unter dem Oberbegriff Idee der Logarithmen. Diese Ideen, die hinter der Ent-
wicklung von Logarithmen standen, sollen als roter Faden dienen. Es wird sich
zudem zeigen, dass die zuweilen stark verkürzte Darstellung ihrer Geschichte
mit der Aussage Napier hat die Logarithmen erfunden und Briggs hat sie ver-
bessert andere Parallelentwicklungen ausser Acht lässt. Vielmehr haben die Na-
pierschen Logarithmen eine Vorgeschichte und ihre eigene wenn auch nur kur-
ze Geschichte.
Auf die Unterschiede in der Definition historischer und moderner Logarithmen
sowie auf die Frage nach der Basiszahl historischer Logarithmensysteme wird
ebenfalls eingegangen. Ein weiterer Abschnitt befasst sich mit den Fehlern in
Logarithmentafeln – einem Phänomen, das die Geschichte der Logarithmen vor
allem im 19. Jahrhundert erheblich beeinflusst hat.

Obwohl der Werdegang der Logarithmen nicht unabhängig von anderen for-
menden Begleitumständen gesehen werden kann waren dennoch Abgrenzungen
erforderlich. Deshalb kann auf Randgebiete wie die Rechentechniken der Trigo-
nometrie, den Aufbau bereits vorhandener Zahlentafeln, die mathematischen
Werkzeuge, die zur Verfügung standen und vor allem die anfangs uneinheitliche
Schreibweise von Dezimalbrüchen nur hingewiesen werden. Ebenso bleiben
ausführliche Biografien der historischen Akteure unberücksichtigt. Verfahren
zur Berechnung von Logarithmen werden nur angesprochen. In diesen Ein-
schränkungen gründet auch die Wahl des Zusatzes Anmerkungen im Titel.
Stattdessen wird in jedem Abschnitt auf eine umfangreiche Literaturliste ver-
wiesen, die dem Leser in nahezu allen Fragen zum jeweiligen Abschnitt weiter-
helfen kann. Im Anhang werden Beispielrechnungen gegeben, weil praktische
Rechnungen in verschiedenen Logarithmensystemen deren Eigenschaften ver-
ständlicher machen als eine nur theoretische Erklärung.

Zahlentafeln gehören ebenso wie der logarithmische Rechenschieber zu den
historischen Rechenhilfen, die elektronische Rechner haben nutzlos werden
lassen. Tafeln mit Logarithmen oder mit Werten für Winkelfunktionen sind
heute nicht mehr in Gebrauch, sie sind möglicherweise jüngeren Lesern nicht
einmal mehr bekannt. Dennoch muss ich im Umgang mit Zahlentafeln und vor
allem mit Logarithmen ein Grundwissen voraussetzen, ohne das der Aufsatz
schwer verständlich wird und möglicherweise sein Ziel nicht erreicht.
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Der Weg von den Anfängen zu den grossen Logarithmentafeln des 18., 19. und
20. Jahrhunderts war zunächst alles andere als geradlinig. Wie sich zeigen wird
gilt für die ersten Tafeln das gleiche was John Napier mit Bescheidenheit schon
am Schluss seiner eigenen Tafel geschrieben hat:

Nihil in ortu perfectum (nichts ist von Anfang an vollkommen).

Ausgangspunkt

Die Mathematik kennt verschiedene Anwendungsbereiche des Logarithmus.
Für die folgenden Betrachtungen ist deren anfänglicher und ältester Nutzen
massgebend. Er zielt alleinig auf Verfahren zur Vereinfachung von numerischen
Rechnungen ab. Umfangreiche Berechnungen mit vielstelligen Zahlen in Astro-
nomie, Navigation und Geodäsie liessen die Suche nach solchen Vereinfachun-
gen dringlich werden.
Ein altes Verfahren, noch älter als die Logarithmen, besteht in der prosthaphä-
retischen Methode.

Die Prosthaphärese

Als Begründer dieser Methode, in der älteren Literatur auch Prosthaphairesis
genannt, gilt der Pfarrer und Astronom Johannes Werner (1468 − 1528) aus

fiNürnberg. In seinen Werken zur Trigonometrie ndet man Formeln wie (hier in
moderner Schreibweise)

sinα√sinβ < 1
2
∋cos(α− β(− cos(α+β((

oder cosα√cosβ < 1
2
∋cos(α− β(∗cos(α+β(( .

Mit ihrer Hilfe kann die Multiplikation von zwei Sinus- oder zwei Cosinuswer-
ten auf Additionen und Subtraktionen ihrer Winkel reduziert werden. Für die
Anwendung sind Tafeln der Werte der Winkelfunktionen mit möglichst grosser
Stellenzahl erforderlich. Soll eine Multiplikation ausgeführt werden transfor-
miert man die Produktfaktoren x und y in Winkel a und b. Diese werden addiert
und subtrahiert, mit der Tafel wieder zu Werten der Winkelfunktionen ge-
macht, nochmals addiert oder subtrahiert, durch 2 geteilt und über die Tafel
zum gesuchten Ergebnis rückübertragen. Anhang 1 führt ein Rechenbeispiel
vor.
Das Verfahren hat man im Laufe der Zeit verfeinert und zu einer Rechenmetho-
de entwickelt, die bis weit in das 17. Jahrhundert hinein als Grundlage von
astronomischen Rechenverfahren dient, bis es schliesslich von Logarithmen ab-
gelöst wird [6, 43].
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Ein weiteres historisches Verfahren mit dem Ziel einer vereinfachten Rechnung
besteht in der Zuordnung der Glieder einer arithmetischen und einer geometri-
schen Folge. In einer arithmetischen Folge a, a + d, a + 2d, a + 3d... ist die
Differenz zweier aufeinander folgender Glieder an+1 – an = d  konstant, in einer
geometrischen Folge c, cq, cq2, cq3... ist der Quotient zweier aufeinander folgen-
der Glieder cn+1 / cn = q  konstant. In dieser Zuordnung liegt der Anfang der Lo-
garithmen.

Michael Stifel

Das Prinzip des logarithmischen Rechnens wird vom deutschen Mathematiker
Michael Stifel (um 1487–1567) klar formuliert.2 In seiner Arithmetica Integra
von 1544 stellt er auf fol. 249v. eine arithmetische Folge einer geometrischen
Folge gegenüber, um zu zeigen wie man vereinfacht rechnen könnte.

Der oben gezeigte Abschnitt lautet in der Übersetzung:

„Sehe also:
0 1 2 3  4  5  6   7   8
1 2 4 8 16 32 64 128 256

Wie aus der Addition (in der oberen Reihe) aus 3 und 5 dann 8 wird, so wird (in
der unteren Reihe) aus der Multiplikatin von 8 mit 32 dann 256. Es ist aber 3 Ex-
ponent von acht selbst, und 5 ist der Exponent der Zahl 32, und 8 ist der Expo-
nent der Zahl 256. Wie ebenso in der oberen Reihe aus der Subtraktion von 3 von
7 dann 4 übrig bleibt, so wird in der unteren Reihe durch die Division von 128
durch 8 dann 16.“3

Stifel erläutert, dass man mit einer einfachen Tabelle dieser Art die Zahlen in
der unteren Zeile multiplizieren oder dividieren kann. Man muss nur die zu
jeder Zahl gehörige obere Zahl, den Exponenten, aufsuchen und diese dann
addieren bzw. subtrahieren. Unter dem neuen Zwischerergebnis, in der oberen

2 Gegenüberstellungen geometrischer und arithmetischer Folgen finden sich bei Archimedes (3.
Jhd. v. Chr.) sowie in fast allen bedeutenden mathematischen Werken des 15. und 16. Jahr-
hunderts [38, 62, 64, bes. 80].

3 Die Übersetzung ist aus Stifel 2007 [60], S. 362 entnommen.
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Zeile aufgesucht, steht das gesuchte Ergebnis. Die Rechenarten Multiplikation
und Division werden auf diesem Weg durch die einfacheren Rechenarten Additi-
on und Subtraktion ersetzt.

Die arithmetische Folge in der Darstellung oben bei Stifel beginnt mit 0 und
wächst von links nach rechts von Glied zu Glied um die Differenz 1. Darunter
steht die geometrische Folge, die mit 1 beginnt und nach rechts die Vorgänger-
zahl verdoppelt oder, anders gesagt, der Quotient zweier benachbarter Zahlen
bn+1 / bn  beträgt immer 2. An anderer Stelle auf fol. 249v. wird auch eine arith-
metische Folge gezeigt, die nach links mit negativen Werten besetzt ist. Ihnen
entsprechen Bruchteile in der geometrischen Folge.

In der Tabelle ist unschwer zu erkennen, dass sie auf der Basis b = 2  aufbaut
und in der oberen Zeile die Exponenten4 n und in der unteren Zeile die Potenzen
2n  aufgelistet sind. Von einer Basiszahl und von Potenzen der Basis ist im Text
keine Rede, eine solche Zahlendarstellung ist noch unbekannt.

Mit der Tabelle kann man zwar wie gezeigt rechnen, da Stifel aber nur ganzzah-
lige Exponenten verwendet, beinhaltet sie Lücken, die mit zunehmenden Zah-
lenwerten immer grösser werden. Eine Rechnung wie etwa 17´31 ist nicht mög-
lich, weil die Produktfaktoren 17 und 31 nicht in der Tabelle enthalten sind.
Auch der Begriff Logarithmen taucht nicht auf, er wird erst später geschaffen.
Bezeichnet man dennoch der Einfachheit halber in obiger Tabelle die Zahlen
der Zeile oben als Logarithmen nach Stifel und die Zahlen der Zeile unten als
Numeri (veraltet Logarithmand genannt) a oder c so kann man schreiben5

logStif ∋a√c(< logStif a∗logStif c und

logStif a .c  < logStif a− logStif c sofern logStif n ganzzahlig

sowie logStif 1<0  wegen 20<1 . Wie weiter unten noch gezeigt werden wird
handelt es sich mit dieser Festlegung um einen Sonderfall in der Gegenüberstel-
lung arithmetischer und geometrischer Folgen.

Man kann die Tabelle eine sehr einfache Logarithmentabelle zur Vereinfachung
des Zahlenrechnens ansehen mit der bereits genannten Einschränkung. Für die
Berechnung der Zwischenwerte fehlt Stifel ein geeignetes mathematisches
Werkzeug, zudem sind einheitliche Schreibweisen für Potenzen und Dezimal-
brüche noch nicht gebräuchlich. Als wesentlicher Punkt bleibt festzuhalten,

4 Im Original lat. exponens "heraussetzend", "herausstellen". Das Wort bezeichnet etwas, das an
herausragender Stelle vermerkt ist.

5 Im Folgenden bezeichnen log den Logarithmus zur Basis 10, ln den Logarithmus zur Basis e
sowie log in Verbindung mit der Kurzform eines Namens (logStif, logNep und andere) den
Logarithmus in einem anderen System. Mit diesen Unterscheidungen sind Verwechslungen
ausgeschlossen.
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dass die Grundlagen des logarithmischen Rechnens spätestens mit Stifel seit
der Mitte des 16. Jahrhunderts bekannt sind.

Anfang des 17. Jahrhunderts treten kurz nacheinander einige Mathematiker
auf, die die Berechnung von Logarithmen und die Erstellung der Tafeln mass-
geblich voranbringen.

John Napier

Mit seinen drei Rechenhilfen Rabdologia (Rechenstäbchen), Promptuarium
Multiplicationis und Arithmetica Localis ebenso wie mit seinen Logarithmen
zielt der schottische Mathematiker John Napier6 (1550–1617) auf die Vereinfa-
chung des Zahlenrechnens ab [65, 66]. Im Vorwort seiner Logarithmentafel
Descriptio von1614 [52] schreibt er über den gegenwärtigen Zustand und seine
Absicht

„Da nichts, meine hochverehrten Studenten der Mathematik, in der prak-
tischen Mathematik so beschwerlich ist und den Rechner mehr aufhält
und hemmt als Multiplikationen und Divisionen grosser Zahlen sowie Qua-
drat- und Kubikwurzelziehen aus ihnen, gegen die man wegen ihrer Um-
ständlichkeit eine starke Abneigung hat und bei denen sich sehr leicht
Rechenfehler einschleichen, so begann ich zu überlegen, durch welchen
zuverlässigen Kunstgriff man diesen Hindernissen umgehen könne. Nach-
dem ich hierüber verschiedentlich hin- und hergedacht, habe ich endlich
einige besonders einfache Abkürzungen gefunden, über die ich (vielleicht)
später berichten werde. Aber unter all diesen ist keine nützlicher als dieje-
nige, welche zugleich mit Multiplikationen und Divisionen und den so läs-
tigen und umständlichen Wurzelziehungen von den zu multiplizierenden,
zu dividierenden oder in Wurzel aufzulösenden Zahlen selbst Abstand
nimmt und andere Zahlen einführt, die allein durch Addition, Subtraktion
und Zwei- bzw. Dreiteilung die Stelle der Ersteren vertreten.“7

Man kann sich heute kaum noch die Mühen des Rechnens mit Zahlen ohne
Computer, Tisch- oder Taschenrechner vorstellen.

Napier bleibt zunächst bei den Zuordnungen zwischen arithmetischer und geo-
metrischer Folge und beschreibt die Eigenschaften der Logarithmen mit Hilfe
von Proportionen. Hierbei sind die Zahlen in der arithmetischen Folge die Loga-
rithmen der zugeordneten Grössen in der geometrischen Folge. Er zeigt u. a.

6 Er selbst schrieb seinen Namen Jhone Neper, Jhone Nepair, John Napeir, Jo. Nepar, Joannes
Neperus, Joannes Naperus, John Nepair. Weitere andere Schreibweisen findet man ebenfalls.
Gesichert ist nur die latinisierte Form Ioannes Neper(us). Die neuere Literatur zitiert ihn mit
Napier oder Neper.

7 Zitiert nach Eriksson, K., Estep, D., Johnson, C.: Angewandte Mathematik: Body and Soul.
Band 2, 2005. Englische Übersetzung bei Bruce [52, Preface].
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dass die Logarithmen proportionaler Grössen gleiche Differenzen besitzen, d. h.
dass für zwei Punktepaare x1, x2  und x3, x4 die Gleichheit der Verhältnisse

x1

x2
<

x3

x4
gilt wenn auch log x1 – log x2 = log x3 – log x4 zutrifft. (1)

Anders formuliert, Logarithmen proportionaler Zahlen oder Grössen sind äqui-
different [52, Prop. 1.]. Mit den Worten von Henry Briggs, der nur wenige Jahre
später zusammen mit Napier eine verbesserte Logarithmentafel konzipiert, lau-
tet dieser fundamentale Satz des Rechnens mit Logarithmen:

„Logarithmen sind Zahlen, die, Proportionalen zugeordnet, gleiche Diffe-
renzen liefern“ und
„Somit können... äquidifferente Begleiter von Proportionalen Logarithmen
genannt werden.“8

Um Verwechslungen zu vermeiden ist es vorteilhaft, bei dieser Definition der
Logarithmen von historischen Logarithmen zu sprechen im Gegensatz zu den
modernen Logarithmen mit ihrer Definition über Basiszahl und Exponent.
Die Definitionen von Napier und Briggs gehen über Stifels Auffassung hinaus,
sie verallgemeinern die Zuordnung zwischen einer geometrischen und einer
arithmetischen Folge. Der Fall b0=1 bzw log1=0  ist darin nur ein Spezialfall,
der einige Jahre später notgedrungen wieder aufgegriffen wird.
Manche Herausgeber von Tafelwerken erläutern die Charakteristik historischer

Logarithmen an Hand von Gegenüberstellungen
zweier Folgen. Die Darstellung9 links aus dem Jahr
1658 zeigt in der linken Spalte die geometrische
Folge der Numeri, daneben in vier Spalten A, B, C
und D beliebig gewählte arithmetische Folgen als
die zu ihnen gehörige Logarithmen.
Gezeigt werden kann damit die Beziehung (1) mit

den Proportionalen
16
4
<128

32 . Sie entsprechen der

Differenz 2 der Logarithmen in Spalte A, 4 in Spal-
te B, 6 in Spalte C und –8 in Spalte D. Ebenso wird
deutlich, welchen Einfluss die Wahl der Relativposi-
tion beider Folgen zueinander auf das Arbeiten mit
Logarithmen hat. Die geometrische Folge besitzt
den Quotienten 2 zweier benachbarter Zahlen. Nur
in Spalte A gilt 20 = 1 und nur hier darf gerechnet
werden log(a´c)=log(a)+log(c), während in den an-
deren Spalten gerechnet werden muss

8 Aus Briggs: Arithmetica Logatithmica, London 1624, Kapitel 1. Die Übersetzung ist zitiert
nach Lüneburg [46]. Begleiter bedeutet, dass einer Zahl eine andere zugeordnet ist – eine
einfache Formulierung für Funktion zweier Grössen.

9 Aus John Newton: Trigonometria Britanica, London 1658, Lib. 1, Chap. 3 entnommen. Eine
ganz ähnliche Zusammenstellung gibt Briggs in der Arithmetica Logarithmica, London 1624,
Kap. 1.
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log(a´c)=log(a)+log(c)–log(1). Auf diese Besonderheit aus der Anfangszeit der
Logarithmen wird weiter unten nochmals eingegangen.

Die Auffassung von Logarithmen, abgeleitet aus den Zuordnungen zwischen
den Gliedern einer arithmetischen und einer geometrischen Folge, besteht bis
weit in das 18. Jahrhundert hinein. Die Encyclopaedia Britannica erklärt noch
1797

„Logarithms... a series of numbers in arithmetical progression, correspon-
ding to others in geometrical progression; by means of which, arithmetical
calculations can be made with much more ease and expedition than other-
wise.“

Sinngemäss, aber einschränkend, äussert sich Zedler in Grosses Vollständiges
Universallexikon aller Wissenschafften und Künste (1731–1754) unter dem
Begriff „Logarithmische Rechnung“:

„Logarithmus ist in der Trigonometrie eine Zahl aus einer Arithmetischen
Progression, die sich von 0 anfängt und deren Glieder sich auf eine Geome-
trische Progression beziehen, wovon das erste Glied 1. ist.“10

Die heute geläufige Definition des Logarithmus einer Zahl z als jener Zahl p, mit
der man die Basis b potenzieren muss um z zu erhalten, also z=ep  und
p=loge z, wird für die Basis e erstmals von Leonhard Euler 1728 in einer nicht
publizierten Schrift verwendet. Er wiederholt sie in Vollständige Anleitung zur
Algebra von 1770. Soweit bekannt ist die erste Logarithmentafel, die die neue
Definition im Vorwort bringt, Gardiner Tables of Logarithms, London 1742. Der
Text ist vom Mathematiker William Jones (1675–1749) übernommen. Dort steht
auf S. 1 zu lesen:

„The common Logarithm of a number is the Index of that power of 10,
which is equal to the number: That is, The Logarithm of any number
a = 10|+x, or  a = 10|–x, is +x, or –x.
Hence in the decimal series of numbers the logarithms of the numbers
10|3, 10|2, 10|1, 10|0 (or 1), 10|–1, 10|–2, 10|–3 are +3, +2, +1, 0, –1, –2, –3.“

Zurück zu Napier.
Nach jahrelanger Arbeit – man spricht von 20 Jahren Rechenarbeit – gelingt es
ihm, eine Logarithmentafel zu erstellen, die die Unzulänglichkeit der Tabelle
des Typs wie bei Stifel beseitigt. Seine Idee beinhaltet ein kinematisches Modell
der Logarithmen, die darin über den Begriff der Geschwindigkeit als Funktion
ihrer Numeri definiert sind. Das Modell beschreibt er wie folgt:

10 Mit den Anfangswerten 0 und 1 meint Zedler die Voraussetzung b0 = 1. Zuweilen nennen die Autoren eine
Folge von Zahlen auch Progression.
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Auf einer Strecke TS startet zum Zeitpunkt t = 0 ein Punkt P bei T. Seine Ge-
schwindigkeit ist stets gleich dem Abstand PS, für t = 0 somit gleich TS. Er
wird also mit zunehmender Zeit immer langsamer.
Zum gleichen Zeitpunkt startet auf einer nach rechts offenen Linie ein Punkt Q
bei O mit der Anfangsgeschwindigkeit von P. Dessen Geschwindigkeit bleibt
konstant. Napier setzt TS = 107 und bezeichnet y = OQ als den Logarithmus
von x = PS.

Mit seinen eigenen Worten liest sich das so:
(26) „ The number given to the logarithm of the sine is produced by a
point always moving with some given velocity, the same amount the total
sine had when it began to decrease geometrically, until it has decreased to
the size of the sine given, in the same time.“11

Woher die Konstante 107 , sie entspricht sin 90° und wird sinus totus genannt,
kommt wird weiter unten erklärt. Das Verständnis für Napiers logarithmische
Funktion gestaltet sich leichter, wenn sein kinematisches Modell in eine moder-
ne Notation übergeführt wird.
Wir schreiben für die Bewegung des Punktes P

d
dt
107− x <x , mit x 0<TS<107 folgt x ∋t(<107√e− t

und für Q
dy
dt

< TS < 107 , mit y 0<0  folgt y ∋t(<107√t ,

nach Elimination von t ergibt sich

y < logNep∋ x( < 107√ln∋107

x ( . (2)

Napier berechnet die Logarithmen für die Werte der Winkelfunktion sinus. Die
Variable x entspricht daher dem in der Tafel angegebenen sinus-Wert. Als Defi-
nition des Napierschen Logarithmus zur Basis e ist diese Bewegungsgleichung
nicht geeignet, weil im Argument des natürlichen Logarithmus eine weitere
Funktion auftritt.
Napiers funktionaler Ansatz mit den Bewegungen zweier Punkte geht weit über
Stifels Gegenüberstellung zweier Zahlenfolgen hinaus.12 Allerdings steht ihm
nicht das Werkzeug der Infinitesimalrechnung zur Verfügung, sodass er mit
kleinen diskreten Zeitabschnitten arbeiten muss.

In der Vergangenheit hat man immer wieder die Frage gestellt, welche Basis b
den Logarithmen von Napier zu Grunde liegt. Eine Antwort darauf lässt sich

11 Aus Napiers Constructio, zitiert nach Bruce [52].
12 Carlslaw [72] sieht drei Phasen in der Entwicklung von Napiers Idee zu Logarithmen: erstens

die Zuordnung zwischen den beiden Zahlenfolgen, zweitens die kinematische Definition und
schliesslich drittens seine gegenüber Briggs vorgeschlagene Verbesserung. Sie wird weiter
unten beschrieben.
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ohne zusätzliche Annahmen nicht geben, weil Napier nicht mit dem Begriff der
Basis arbeitet und zudem bei ihm die Bedingung logNep 1 = 0  nicht erfüllt ist,
er setzt vielmehr logNep 107 = 0. Nach einer Umformung der Bewegungsglei-
chung (2) von oben in

logNep x
107 < log1.e x

107 (3)

zeigt sich, dass Napier nach Division der Numeri und ihrer Logarithmen durch
107 die Logarithmen sehr nahe zur Basis 1/e gibt.13 Auf die Problematik der
Rückrechnung einer Basiszahl in historischen Logarithmensystemen wird spä-
ter nochmals eingegangen.

Die obige Ableitung der Basis 1/e stellt auch klar, dass die später verwendete Be-
zeichnung Napiersche Logarithmen für solche zur Basis e, den sogenannten na-
türlichen oder hyperbolischen, keine Grundlage hat. Cajori [13] gibt einen guten
Überblick über die Historie dieser Verwechslung. Einer der ersten, wenn nicht
der erste überhaupt, der diesem Irrtum unterliegt ist Edmond Halley 1695. Er
meint, man erhalte Briggs' Logarithmen, indem man die von Napier durch
ln 10 = 2,3025... dividiert [32]. Möglicherweise verwechselt er Napiers Logarith-
men mit denen von Speidell, von dem noch die Rede sein wird.

Da Napier eine Tafel der Winkelfunktionswerte und ihrer Logarithmen für den
Gebrauch in der Trigonometrie14 erstellen will, weil er dort deren Anwendung
sieht, arbeitet er mit dem Logarithmus des sinus und verwendet, den vorhande-

nen Sinustafeln entsprechend, den Wert 107

als Konstante.
Die Verwendung der Konstaten 107 und die
Wahl logNep 107 =  0  bedarf einer Erklä-
rung. Zu Napiers Zeiten betrachtete man eine
Winkelfunktion nicht als das Verhältnis zwei-
er Dreiecksseiten, sondern als die Länge einer
Seite. Während das Verhältnis vom Kreisradi-
us r unabhängig ist, gilt dies für die Länge ei-
ner Seite nicht. Um Dezimalbrüche bei der
Angabe der Längen zu vermeiden hat man
den Radius des Kreises so gross gewählt, dass
das Abtrennen des dezimalen Teils die ange-
strebte Genauigkeit nicht beeinträchtigt. Als

Grösse von r hat man Potenzen von 10 genommen, damit die Folge der Ziffern
in den Funktionswerten gleich bleibt. Die Tafeln der Winkelfunktionen geben
demnach nicht sin a, tan a usw., sondern r´sin a. Die Grösse von r wird bis in

13 Einen weiteren Nachweis der angenäherten Basis 1/e gibt Krauss [75]. Er geht von den ersten
Elementen der Zahlenfolgen in Napiers erster Tafel aus.

14 Zur engen Beziehung zwischen Logarithmen und Trigonometrie sei auf Braunmühl [6] ver-
wiesen. Napiers Beiträge zur sphärischen Trigonometrie legt Dietrich [16] dar.
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das 19. Jahrhundert hinein als Tafelparameter auf der ersten Seite angegeben.
Die Wahl von Zehnerpotenzen für den Kreisradius erschwert die Aufstellung
eines allgemeingültigen Zusammenhangs zwischen Numerus und Logarithmus,
weil er davon abhängt, ob der Winkelfunktionswert als absolute Grösse oder als
Verhältnis gesehen wird.

Aus dem funktionalen Ansatz Napiers und dem vorgesehenen Verwendungs-
zweck ergeben sich besondere Eigenschaften seiner Logarithmen. Da er die
Funktionswerte des sinus multipliziert mit dem Radius 107 als Numeri verwen-
det, erstrecken sich diese nur über den Bereich 107´[0...1], während logNep
dazu die Werte ∞ bis 0 annimmt, also mit steigenden Numeri fällt, aber in die-
sem Bereich immer positiv bleibt. Erst für Werte ausserhalb dieses Bereichs, das
ist x > 1  bzw. x > 107  wird logNep negativ.
Seiner Wahl liegt folgende Idee zu Grunde. Wenn in einer trigonometrischen
Rechnung der sinus totus vorkommt wird dessen Logarithmus addiert oder
subtrahiert und mit der Festsetzung logNep 107 = 0  kann dieser zusätzliche
Summand dann entfallen. Ist beispielsweise in einem rechtwinkligen Dreieck
die Hypotenuse c und ein anliegender Winkel a gegeben, so errechnet sich die
gegenüberliegende Kathete a zu

a < c√sinα
sintot , in Logarithmen:

logNep a = logNep c + logNep (sin a) – (logNep sintot = 0)

Napiers Logarithmensystem lehnt sich an die prosthaphäretische Methode an
und ist daher gut für Proportionsrechnungen in der ebenen und sphärischen
Trigonometrie geeignet. Für Berechnungen mit Logarithmen für Numeri aus-
serhalb der Wertebereichs des Sinus erweist sich diese Anpassung des Systems
als nachteilig. Diese Feststellung soll nicht die Leistung Napiers schmälern, sie
soll vielmehr auf spätere Entwicklungsrichtungen hinweisen. Napier zeigt da-
her, wie man auch mit Zahlen ausserhalb des Wertebereichs des Sinus rechnen
kann. Interpolationen sind ebenfalls umständlich auszuführen, weil in der Tafel
die Winkel mit konstanter Differenz aufgeführt sind, nicht aber die zugehörigen
Sinuswerte.
Multiplikationen und Divisionen, die nicht aus einer Proportion abgeleitet sind,
können ebenfalls wie beabsichtigt auf Additionen und Subtraktionen zurückge-
führt werden, jedoch nicht in der einfachen Form log (a´b) = log a + log b  wie
wir sie gewohnt sind sondern mit einem zusätzlichen konstanen Summanden.
Will man nämlich mit historischen Logarithmen nach der Definition über Pro-
portionen rechnen darf für Umformungen auch nur diese Definition herangezo-
gen werden.

Für die Division d < a
c ergibt sich aus der Definition

d
1
< a

c und damit

logNep (a/c) = logNep a – logNep c + logNep 1.

Für ein Produkt p < a√c erhalten wir über
p
a
< c

1
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logNep (a´c) = logNep a + logNep c – logNep 1.

Der Summand ± log 1 spielt eine wesentliche Rolle in der frühen Geschichte der
Logarithmen.
Die Logarithmen besonderer Numeri lauten bei Napier

logNep 107 = 0
logNep 10 = 107 ´ 13,815505404
logNep 1 = 107 ´ 16,118089638 (15

Für Rechnungen mit Potenzen von 10 sind seine Logarithmen gleichermassen
unhandlich, denn es gilt

logNep ∋10n√c(< logNepc∗n√∋logNep10− logNep1(
mit den konstantenWerten von oben. Matzka [50] nennt logNep 1 einen „lästi-
gen Begleiter“. Hier liegt der Grund für die Entscheidung von Napier und
Briggs, den Ansatz  log 1 = 0  zu wählen. Im Anhang 3.2 werden Rechenbeispie-
le in Napiers Logarithmensystem gegeben.

Seine Logarithmentafel veröffentlicht Napier im Jahr 1614 unter dem Titel
Mirifici canon logarithmorum descriptio (Beschreibung der wunderbaren Auf-
stellung der Logarithmen). Sie enthält die Winkelfunktionen und deren Loga-
rithmen nach dem Napierschen System für einen Radius von 107 und in Schrit-
ten von ganzen Minuten. Anleitungen zum Gebrauch der Tafel sind ebenfalls
enthalten. Bild 1 zeigt die Tabelle für 30° und 59°. Sie ist komplementär ange-
ordnet, d. h. Funktionswerte für den Bereich 0° bis 44° werden links oben begin-
nend, die von 45° bis 90° von rechts unten beginnend gelesen.

Bezogen auf die Winkelangaben in Grad links oben plus den in der linken Spalte
gegebenen Minuten bedeuten die Spaltenüberschriften

a Sinus Logarithmi Differentiae logarithmi Sinus 90–a

107´sin(a) logNep sin(a) logNep sin(a)
–logNep cos(a)

= logNep tan(a)

logNep cos(a) 107´cos(a)

15 Aus Constructio [52] Abschn. 53.
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Mit den Winkelangaben rechts und unten gilt diese Zuordnung am unteren
Tabellenrand von rechts nach links gelesen.16

Ein Rechen- und Ablesebeispiel: an Hand der obigen Formel (2) ergibt sich für
sin 30° = 0,5  bzw. = 5000000 / r  mit r = 107

logNep ∋sin 30 °(< 107√ln∋ 107

5√106( = 107 ´ ln 2 = 6931471,8

Napier gibt in seiner Tafel logNep sin30° = 6931469 (Bild 1, erste Zeile, zweite
Spalte). Wie Fischer [22] zeigt liegt der Grund für die Differenz zum richtigen
Wert in Napiers Rechenfehlern im iterativen Rechenverfahren einschliesslich
dem Abschneiden dezimaler Bruchteile.
Für Winkel < 45° ist logNep tan positiv, bei 45° = 0 und darüber negativ.

16 Gestützt auf die Beziehungen (1) und (2) könnte man die Zahlen in Napiers Tafel auch als
Logarithmen zur Basis e der Winkelfunktionswerte secans, cosecans und cotangens interpre-
tieren. Eine solche Sicht hat Napier jedoch nie beabsichtigt.
Ursprünglich hatte Napier andere ausführlichere Spaltenüberschriften vorgesehen, zumin-
dest für eine mit der Hand gefertigte Tafel, vgl. Anh. 2.

Bild 1: Napiers Descriptio, die Tabelle für 30°
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Deg logNep (tan Deg)
44°57' 17455
45° 0
45°03' –17455

Die Tafel verwendet die mittlere Spalte zweimal, ein Minuszeichen wird nicht
gegeben. Auf den Wechsel des Vorzeichens weisen die Zeichen   oberhalb
der Spalte hin.

Erst 1619, nach Napiers Tod, erscheint das Werk Mirifici canon logarithmorum
constructio, herausgegeben von seinem Sohn Robert Napier mit Erläuterungen
zu den Berechnungen [10]. Er hatte den Text schon vorher geschrieben aber
nicht veröffentlicht.

Napier nennt die Numeri „natürliche Zahlen“ (lat. numeri naturales) und die
Logarithmen „künstliche Zahlen“ (lat. numeri artificiales). Eine Logarithmen-
tafel nennt er entsprechend die „künstliche Tafel“ (lat. tabula artificialis). Die
Verwendung des Gegensatzes natürlich – künstlich lässt erkennen, dass er die
Logarithmen nur als Hilfskonstrukte, als Stellvertreterzahlen, betrachtet. Sehr
schön ist auch die Definition von John Newton 1658

„Logarithmes are borrowed numbers, which being adjoyned to numbers
continually proportionally, have equal differences among themselves.“17

Logarithmen werden als künstliche, als geborgte, entlehnte Zahlen angesehen.
Später formt Napier den Begriff Logarithmus als Zusammensetzung aus den
griechischen Wörtern logos (Wort, Vernunft, Rechnung) und arithmos (Zahl).18

Da logos viele Bedeutungen umfasst ist die Interpretation dessen, was Napier
gemeint hat, nicht einfach, zumal er sich dazu nicht äussert. Manche Autoren
interpretieren den Begriff Logarithmus als Verhältniszahl bzw. Proportional-
zahl, ‟als „Zahl zu den Verhältnissen (gehörig) [72]. Möglich auch, dass mit
logos nur das Rechnen, demnach eine Zahl zum Rechnen gemeint ist. Napier
lässt uns im Unklaren. Auf die Definition des Begriffs Logarithmen wird weiter
unten nochmals eingegangen.

Mit seiner Logarithmentafel hat Napier eine Lawine von Änderungen und Ver-
besserungen in Gang gesetzt. Die Napierschen Logarithmen erlangten trotz ei-
niger Unzulänglichkeiten in der Anwendung aufgrund ihres Potenzials in kurz-
er Zeit Bekanntheit und Verbreitung. In fast jeder Fachpublikation zum Thema
wird ein Zitat eingefügt, das deshalb konsequent auch hier nicht fehlen soll. So
bemerkt der Astronom und Mathematiker Pierre-Simon Laplace (1749–1827):

„Durch die Arbeitserleichterung infolge der Verwendung von Logarithmen
wird das Leben der Astronomen verdoppelt“.

17 Zitiert aus John Newton: Trigonometria Britanica(!), London 1658, Lib. 1, Chap. 3

18 Wahrscheinlich hat Napier den Begriff von logarithmanteia (Wahrsagung von Wort zu Zahl
und umgekehrt) aus Caspar Peucer: Commentarius... 1553 Wittenberg übernommen [73].
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Der Mathematiker und Kartograph Edward Wright (1561–1615) übersetzt
Napiers Schrift aus dem Lateinischen ins Englische und veröffentlicht sie unter
dem Titel A description of the admirable table of logarithmes ... Invented and
published in Latin by ... John Nepair..., London 1616. Das Werk ist auch eine
Abkehr von der Gelehrtensprache Latein hin zur Landessprache. Abgesehen
von Änderungen in der Stellenzahl ist diese Tafel identisch mit der Descriptio
von Napier.
Einigen Exemplaren der zweiten Ausgabe von 1618 ist ein Kapitel beigebunden
mit dem Titel An Appendix to the Logarithmes, shewing the practise of the Cal-
culation of Triangles and also a new and ready way for the exact finding out of
such lines and Logarithmes as are not precisely to be found in the Canons.

Dazu gehört eine Hilfstafel, die in Bild 2 wiedergegeben ist. Der Autor des An-
hangs wird nicht genannt, der Mathematiker und Astronom J. W. L. Glaisher
(1848–1928) vermutet William Oughtred als Urheber [76].

Bild 2: die Tafel aus dem Anhang bei Wright:
Description.., 1618
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Wie schon der Titel ausweist ist mit a new and ready way ein Verfahren des
Interpolierens zwischen Tafelwerten gemeint. In ihrem oberen Teil führt die
genannte Hilfstafel Numeri in Einer-, Zehner-, Hunderter bis Hunderttausen-
derschritten sowie weiter unten als Dezimalbrüche 1,1 bis 1,9 und 1,01 bis 1,09,
letztere ohne Dezimaltrennzeichen, auf. Die Logarithmen dazu sind zur Basis e,
multipliziert mit 106 und ebenfalls ohne Dezimaltrennzeichen angegeben. So
gilt beispielsweise
ln 900000 = 13,710150  und ln 1,1 = 0,095310 sowie ln 1 = 0. Die beiden
letzten Stellen sind nicht in allen Werten richtig angegeben. Wie der Autor seine
Tafel berechnet hat ist ebenfalls nicht beschrieben.

Die Hilfstafel gilt als die erste publizierte Tafel natürlicher Logarithmen zur
Basis e. Man darf ihr allerdings keine zu grosse historische Bedeutung beimes-
sen, denn sie ist mit ihrer grossen Stufung als Hilfstafel für die Interpolation
und nicht als eigenständige Zahlentafel gedacht.

Drei Jahre nach Napier Descriptio erscheinen die New Logarithmes, the first
invention whereof, was, by the Honourable Lo: Iohn Nepair... These being
extracted from and out of them (they beeing first overseene, corrected, and
amended)... London 1619 u. ö. von John Speidell19. Er nennt seine Tafel „Neue
Logarithmen“ weil er Änderungen und Ergänzungen an Napiers Logarithmen
vornimmt. Abgesehen von der Erklärung im Titel gibt das Werk keinen weite-
ren Kommentar. Das Bild 3 zeigt einen Ausschnitt dieser Tafel. Ein Dezimal-
trennzeichen ist nicht angegeben, man muss deshalb aus Speidells Absicht re-
konstruieren, welche Zahl gemeint ist.

Die logarithmisch-trigonometrische Tafel enthält Spalten für log Sine, log
Tangent und log Secant. Für alle Winkelfunktionswerte ≤ 1 tabelliert er
108 – logNep unter Vernachlässigung der beiden letzten Stellen. Es gilt

19 Titelseiten aus der Zeit sind sehr umfassend gehalten und geben oft in Kurzfassung den In-
halt und die Verwendung des Werkes. In der vorliegenden Ausgabe von 1622 schreibt Speidell
im unteren Teil der Titelseite sogar wo er wohnt, damit zu ihm findet wer sein Werk kaufen
will: New Logarithmes... By John Speidell, professor of the Mathematickes, and are to bee
solde at his dwelling house in the Fields, on the backe side of Drury Lane, between Princess
streete and the new Playhouse. Das kann niemand verfehlen.

Bild 3: Speidell: New Logarithmes, Anfang der Tafel 1619 für 30°
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logSpe x < 108− logNep x < 107√∋10− ln∋107

x ((< 107√∋10∗ ln∋ x
107((

Ein Ablesebeispiel: mit dem Wert logNep sin 30° = 107 ´ 0,6931469  erhalten
wir 108 – 107 ´ 0,6931469 = 930685(31 .
Logarithmen der Winkelfunktionswerte grösser als 1 werden im System Napier
angegeben, jedoch positiv notiert. Da der Wert logSpe (tan 45°) am Ende der
Tafel steht ist er dort auch zweimal aufgeführt, nämlich in der Tafel für 44° und
in der für 45°. Die Tabelle unten, eine gekürzte Abschrift dieser Stelle, zeigt wie
Speidell die Notation wechselt.

Deg logSpe
(tan Deg)

logNep
(tan Deg)

44°58' 999884 11637
44°59' 999942 5818
44°60' 1000000 0
45° 00 0
45°01' 58 –5818
45°02' 116 –11637

Er erreicht mit seinen Änderungen auf einfachem Weg, dass mit steigenden
Werten der Winkelfunktionen auch deren Logarithmen zunehmen und diese
zudem immer positiv sind. Nach wie vor gilt auch bei ihm logSpe 1 ≠ 0.

In den Ausgaben 1622 und 1628 fügt Speidell noch eine zweite Tafel mit den
Logarithmen der Numeri n von 1 bis 1000 an (s. Bild 4). Sie enthält die Werte

logSpe x = logNep 1 – logNep x = 106 ´ ln x.

Damit stehen Logarithmen für Zahlen zur Verfügung, die im Wertebereich der
Winkelfunktionen nicht enthalten sind. Zudem steigen die Logarithmen mit
steigenden Numeri und es gilt zweckmässigerweise logSpe 1 = 0,  jedoch wegen
der Basiszahl e erschwerend logSpe 10n = n´logSpe 10 = n´2,302584.

Bild 4: Speidell: New Logarithmes, die zweite Tafel in Ausgabe 1622
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In den Ausgaben, die ich einsehen konnte, sind keine Spaltenüberschriften in
dieser zweiten Tafel angegeben. Auf den rechten Seiten enthalten die Spalten
folgende Werte:

106´
LgSpe.Num

Differenz 107 –
LgSpe

Numerus LgSpe / 2 Differenz 5´106

– LgSpe / 2
Umrech-

nung

Mit Ausnahme der Umrechnung sind die Spalten auf den linken Seite identisch
angeordnet. Dividiert man die Logarithmuszahlen durch 106 handelt es sich um
die zweite Tafel der natürlichen Logarithmen, obwohl Speidell weder diesen Be-
griff noch die Zahl e kennen konnte.20 Glaisher [27] und Henderson [35] be-
zeichnen sie als hyperbolische21 Logarithmen. Ob andere Ausgaben diese Tafel
ebenfalls enthalten ist mir nicht bekannt.

Bei Speidell treten die Logarithmen aus dem an der Trigonometrie orientierten
Verwendungszweck heraus und werden universell verwendbar. Auffallend ist die
Unbekümmertheit mit der Speidell die ihm zugänglichen Tafelwerte einfach ab-
ändert. Praktisch orientiert gibt er zudem in der rechten Spalte die Zahlenwerte
der Längeneiheiten feet, inches und quarter inches wenn der Numerus als An-
zahl von quarter inches angesehen wird [11]. Das Werk blieb dennoch weitge-
hend unbekannt [13, 39, 40]. Nachteilig mag sich ausgewirkt haben, dass es kei-
nerlei Erklärung enthält. Ivory [40] druckt Speidells Tafel 1807 nochmals ab
und fügt Spaltenüberschriften hinzu.
Das frühe Auftreten der Basis e in den Logarithmen ist von den Autoren keines-
wegs beabsichtigt. Es ergibt sich aus dem Ansatz, den Napier gewählt hat.

In Deutschland werden die Logarithmen bekannt gemacht durch den deutschen
Mathematiker Benjamin Ursinus (1587–1633 od. 1634). Schon 1618 gibt er die
Trigonometria logarithmica Johannis Neperi heraus. Das Werk enthält die
Tafelwerte aus Napiers Descriptio, gekürzt um zwei Stellen. Im Jahr 1624 folgt
der Magnus canon triangulorum Logarithmicus. Darin sind die Werte um eine
Stelle mehr als bei Napier angegeben und die Stufung der Eingangswinkel von
einem Grad auf zehn Sekunden verfeinert, was eigene Berechnungen voraus-
setzt. Dabei hat Ursinus auch Korrekturen vorgenommen wie der jetzt richtige
Wert für logNep sin30° zeigt. Beide Werke sind in lateinischer Sprache abge-
fasst. Bild 5 stellt einen Ausschnitt der Tafel dar.

20 Mit einem Komma als Dezimaltrennzeichen ist diese zweite Tafel bei Ivory [40] abgedruckt.
Allerdings wird das Komma auch zur Gruppierung von jeweils drei Ziffern benutzt weshalb
Missverständnisse auftreten können.

21 Die Bezeichnung hyperbolische Logarithmen leitet sich von Eigenschaften einer gleichseiti-
gen Hyperbel ab, die sich mit Logarithmen zur Basis e beschreiben lassen.
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Die umfassendste Tafel Napierscher Logarithmen, die in Deutschland erschien,
war Praxis trigonometriae logarithmicae cum logarithmorum tabulis (Danzig
1634 u. ö.) des deutschen Astronomen und Mathematikers Petrus Crüger oder
Peter Krüger (1580–1639). Er gibt eine Tafel mit Napiers Logarithmen für Win-
kelfunktionen (Bild 6) sowie für ganze Zahlen und fügt zwei weitere Hilfstafeln
bei. Die Logarithmen der Winkelfunktionen sind mit r = 105 im Abstand von
Minuten des Eingangs angegeben, die Zahlen der anderen Tafel erstrecken sich
von 1 bis 9999. Die Logarithmen dieser Tafel errechnen sich analog zu Napier
aus

logCru∋x (< 105√log1 .e∋ x
104( .

Bild 5: Ursinus: Magnus Canon, Ausschnitt 30°

Bild 6: Crüger: Praxis trigonometriae logarithmicae,
Ausschnitt 30°
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Johannes Kepler

Eine längere Lebensdauer erhalten die Logarithmen des Systems Napier durch
den Astronomen und Mathematiker Johannes Kepler (1571–1630). Er befasst
sich mit Logarithmen während der Arbeit an dem grossen astronomischen Werk
Tabulae Rudolphinae, die eine Sammlung von Tafeln und Regeln zur Vorhersa-
ge der Planetenstellungen beinhalten. Napier hatte zunächst nur seine Tafel
und dann erst Jahre später eine Erklärung dazu veröffentlicht, weshalb seine
Logarithmen ohne Nachweis ihrer theoretischen Grundlage argwöhnisch be-
trachtet wurden. In diesem Sinne äussert sich auch Keplers Lehrer Michael
Maestlin.

Kepler, der sowohl die Logarithmen von Bürgi als auch die von Napier kennt,
stellt die Theorie der Logarithmen auf eine selbst erarbeitete Grundlage. Seine
Rechenmethoden ähneln denen Napiers, sind jedoch auf ganze Zahlen und nicht
den Sinus ausgerichtet. Er berechnet die Logarithmen neu und veröffentlicht
sie in seinem Werk Chilias logarithmorum ad totidem numeros rotundos (1624),
gefolgt von der im Hauptwerk fehlenden Anweisung zum Gebrauch mit dem
Titel Supplementum chiliadis logarithmorum, continens praecepta de eorum
usu (1625). In der Tafel besteht eine der Änderungen darin, dass die Numeri
gleichmässig gestuft sind, dafür die Winkel ungleiche Abstände besitzen (Bild 7,
zweite Spalte von links).

Napier hatte seine Logarithmen aus einer geometrisch- kinematischen
Betrachtung abgeleitet. Kepler hingegen verwendet eine arithmetische Sicht

Bild 7: Kepler: Chilias logarithmorum, Ausschnitt 30°
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und lässt Ansätze einer funktionalen Betrachtung erkennen. Er setzt zu jedem

Verhältnis
a
b eine Masszahl22 M  a

b
 . Mit einem Zwischenglied x, für das

a > x > b gesetzt wird, entstehen zwei neue Proportionen
a
x und

x
b . Von

deren Masszahlen wird verlangt, dass sie die Beziehung M  a
x
M  x

b
<M  a

b


erfüllen, woraus auch M  a
a
<0 folgt. Ausserdem sollen gleiche Masszahlen

auch gleichen Proportionen entsprechen. Mit x als einer mittleren Proportio-

nalen
a
x
< x

b , x<ab , würde gelten M ∋ a
b
(<2√M ∋ x

b
( . Ebenso wie Napier geht

auch Kepler bei der Masszahl von der Gegenüberstellung einer arithmetischen
mit einer geometrischen Folge aus:

arith. 0 M  a
xn
 2√M ∋ a

xn
( 3√M ∋ a

xn
( ...

geom. 1
a
xn  a

xn 
2

 a
xn 

3

...

Zum Logarithmus logKep wird die Masszahl M, wenn eine Variable auf den
sinus totus, d. h. sin 90° = 10n  bezogen wird. Kepler wählt 107 und setzt

LogKep x<M ∋107

x
( ,erhält LogKep x < 107√ln ∋107

x
( und befindet sich

damit ganz in der Nähe von Napier. Der Begriff des Logarithmus als Verhält-
niszahl trifft bei Kepler in vollem Umfang zu.
Umfangreiche Erläuterungen zu Keplers Logarithmen geben u. a. Hammer [33]
und Schoberleitner [57].

Späte Napier-Tafeln

Ab den dreissiger Jahren des 17. Jahrhunderts beginnt die Zeit der grossen de-
kadischen Tafeln, auf die ich weiter unten bei Briggs eingehe. Die Logarithmen
Napiers und der anderen Bearbeiter verlieren allmählich an Bedeutung. Ganz
verschwunden sind sie dennoch nicht. Nach Ursinus und Kepler werden sie wie-
derholt gedruckt aber nicht neu berechnet.

Der Spanier Juan Caramuel y Lobkowitz (1606–1682), katholischer Geistlicher,
Philosoph, Astronom und Mathematiker, veröffentlicht 1670 ein zweibändiges
Tafelwerk mit dem Titel Mathesis biceps vetus et nova [71]. Es enthält Logarith-

22 Im lateinischen Originaltext steht der Begriff mensura proportionis (Mass, Grad des Verhält-
nisses). Da Kepler die Masszahl nur als Text schreibt wird hier zur besseren Lesbarkeit die
symbolische Form M() verwendet.
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mentafeln nach den Systemen Napier, Briggs, eine Tafel nach seinem eigenem
System sowie eine gekürzte Tafel der Keplerschen Logarithmen. 23

Als Kepler das dekadische Logarithmensystem kennenlernt, stellt er seine Ru-
dolphinischen Tafeln nicht noch einmal um. Wegen der herausragenden Bedeu-
tung dieses Werkes hatte das zur Folge, dass mit Rücksicht auf die Benutzung
die Tabulae manuales logarithmicae von Keplers Schwiegersohn Jakob Bartsch,
eine feiner gestufte Logarithmentafel Keplers und „ein von Fehlern strotzendes
Tabellenwerk“ [33, S.467] im Jahr 1700 neu herausgegeben werden musste.

Johann Carl Schulze gibt in seinem Werk Neue und erweiterte Sammlung loga-
rithmischer, trigonometrischer und anderer zum Gebrauch der Mathematik un-
entbehrlicher Tafeln, Berlin 1778 in Band 2 für den Winkelbereicht 0° bis 90°
nicht nur Winkelfunktionswerte sondern unter den Überschriften Log.hyp.Sin,
Log.hyp.Tan und Log.hyp.Cos auch Napiersche Logarithmen, die er Ursinus'
Trigonometria 1625 entnimmt. Mit den gekürzten Spaltenüberschriften sind die
natürlichen oder hyperbolischen Logarithmen gemeint, wie man die von Napier
fälschlich auch genannt hat, und nicht die hyperbolischen Winkelfunktionen.
Ein Vergleich: für 30° geben

Schulze Log.hyp.Sin = 0,69314718
Ursinus Sinus Logarith. =    69314718.

Im Vorwort in Band 1 begründet Schulze seine Wahl:
„Denn weil die hyp. Logarithmen der sinus &c. eben sowohl wie die hyp.
Logarithmen der natürlichen Zahlen nicht bloß zur Abkürzung der Rech-
nung, sondern zur Bestimmung der Integralgrößen gebraucht werden, so
werde ich ihren Gebrauch hier eben so, wie im ersten Bande, voraussetzen,
und nur sagen, daß ich sie aus Napiers canone mirifico, welches Ursinus
erweitert hat, genommen habe.“

Henry Briggs

Mit Napier beginnt gleichzeitig ein zweiter Weg der Neudefinition, der zu den
modernen dekadischen Logarithmen führt.
Als Napier seine Descriptio veröffentlicht, arbeitet Henry Briggs (1561–1630)
als Professor für Geometrie am Gresham College in London. Er ist von Napiers
Logarithmentafel begeistert, erkennt ihren Nutzen, aber auch ihre aus der Spe-
zialisierung resultierende Unzulänglichkeit.

Briggs besucht Napier in den Jahren 1615 und 1616, um über dessen Logarith-
men zu sprechen. Im Vorwort an den Leser zu seiner Arithmetica Logarithmica
bekennt Briggs, dass nachdem er von Napiers Descriptio Kenntnis erhalten
hatte, er zunächst mit dem sinus totus r = 1010 setzen wollte

logBri 1010 = 0 und logBri (r/10 ≡ 109 ≡ sin 5°44'21'') =1´r, woraus sich

23 Vgl. Henderson [35, #12.0].
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logBri (a´10n) = logBri a + n´(logBri 10 – logBri 1) = logBri a – n
ergibt.
Ein solches System ist besser als das ursprüngliche von Napier, weil der Sum-
mand logBri 1 jetzt den Wert einer ganzen Zahl besitzt. Weiterhin unterschei-
den sich die Logarithmen von Numeri mit gleicher Ziffernfolge nur noch in ei-
nem Summanden von der Grösse einer ganzen Zahl.
Als Briggs seinen Vorschlag Napier vorgetragen hatte, soll dieser wiederum

log 1 = 0 und log 10 =1´r .
eingewandt haben, woraus noch einfacher log (a´10n) = log a + n´log 10
folgt. Hier liegt auch die Unterscheidung zwischen Kennzahl und Mantisse be-
gründet. Mit seinem Vorschlag wendet sich Napier von seinem ursprünglichen
Logarithmensystem ab zugunsten eines dezimal basierten.
Die Vorschläge von Briggs und Napier ergeben folgende Logarithmen der Poten-
zen von 10:

Briggs Napier

log 1     = 10 r 0

log 10   = 9 r 1 r

log 100 = 8 r 2 r

…

log 109  = 1 r 9 r

log 1010 = 0 10 r 1010 º r

log 1011 = –1 r 11 r

…

log 10–1 = 11 r –1 r

log 10–2 = 12 r –2 r

…

allgem.
log 10n = (10 – n)´r n´r

Briggs hielt Napiers Vorschlag für besser und übernahm ihn, weil über die Vor-
teile seines Vorschlags hinaus die Logarithmen für Zahlen grösser 1 durchge-
hend positiv werden und der „lästige Begleiter“ log 1 in Berechnungen nicht
mehr auftritt, man kann also ein Produkt a´c  vereinfachen auf

logBri (a´c) = logBri a + logBri c .

Dieser Ausdruck entspricht dem Rechnen mit Exponenten. Die spätere Defini-
tion der Logarithmen als Exponenten einer Basiszahl wird daher ohne Umstel-
lungen möglich.
Der Wert für r in log 10 = r ist gross gewählt, um möglichst viele Proportional-
zahlen im Intervall 0 bis 1 für genaue Rechnungen zu erhalten und um Dezi-
malbrüche zu vermeiden. Die Grösse von r ist von sekundärer Bedeutung,
Briggs verwendet später r = 1015.
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Mit der Übernahme von Napiers Vorschlag war Briggs' erste Idee keineswegs
endgültig vom Tisch. Nach 55 Jahren taucht sie beim spanischen Mathematiker
Caramuel nochmals auf. Ich komme weiter unten darauf zurück.

Napier hatte ein dekadisch gestuftes System auf der Basis log 1 = 0 bereits im
Anhang zur Constructio angesprochen. Demnach sind die dekadischen oder so-
genannten Briggsschen Logarithmen, wie sie heute zuweilen genannt werden,
zwar von Briggs erstmals berechnet worden, ihre Grundlagen hingegen sind
eine Idee Napiers. Der Bericht von Briggs über das Gespräch mit Napier wurde
in der Vergangenheit kontrovers ausgelegt, wie die Widerlegung von Huttons
Kommentar hierzu [39] durch Gibson [24] zeigt.

Es wird immer wieder behauptet, die Logarithmentafeln von Briggs enthalten
moderne Logarithmen zur Basis 10. Abgesehen von einem konstanten Multipli-
kator r = 1015 ist das auch richtig. Allerdings ist die Quelle eine andere, denn
Briggs verwendet den Begriff der Basis nicht, er geht wie seine Vorgänger von
der Gegenüberstellung zweier Zahlenfolgen aus. Seine Logarithmen sind ein
Spezialfall der historischen Definition mit der Festsetzung log 1 = 0 und den in
obiger Tabelle gezeigten Eigenschaften.

Briggs erstellt zunächst die Tafel Logarithmorum chilias prima (Der Logarith-
men erstes Tausend), 1617 – ein heute seltenes Werk, das die erste gedruckte
Logarithmentafel zur Basis 10 darstellt. Es enthält die Logarithmen der Zahlen
1 bis 1000 mit Kennziffer bzw. Charakteristik und 14 Nachkommastellen. Die
Kennziffer ist mittels eines senkrechten Strichs abgetrennt (Bild 8).
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Nur ein Jahr später erscheint ein Beitrag von Briggs über das Interpolieren in
Logarithmentafeln. Dieser Vorgang muss zuweilen ausgeführt werden, entwe-
der zwischen den Numeri, um einen Logarithmus zu finden, der nicht in der
Tafel aufgeführt ist oder zwischen zwei Logarithmuszahlen, um den zugehöri-
gen Numerus zu finden. Er verwendet dazu entweder Proportionalitäten, die
Logarithmentafel selbst oder die Zeichnung einer geometrischen Hilfskonstruk-
tion. Entworfen hatte die Figur Edward Wright, der wegen seines Todes keine
Erklärung fertigen konnte. Briggs' Beitrag wird als Anhang zur zweiten Auflage
von Wrights A description of the admirable table of logarithmes, London 1618,
publiziert. Auf die Verfahren gehe ich hier nicht ein.

Danach folgt Briggs' Arithmetica logarithmica sive logarithmorum chiliades tri-
ginta..., London 1624. Enthalten sind die Logarithmen der Zahlen von 1 bis
20.000 und von 90.000 bis 100.000 mit Kennziffer und 14 Nachkommastellen.

Bild 8: Briggs: Logarithmorum chilias prima, erste Seite
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Ein Ablesebeispiel: log 17534 = 4,24388,10022,1832 (Bild 9, mittlere Spalte
oben). Die beiden Kommas in der Mitte und rechts dienen zur besseren Lesbar-
keit der Zahl. Den fehlenden Bereich enthält die zweite Ausgabe, veröffentlicht
im Jahr 1628 von Adriaan Vlacq (1600–1667), einem holländischen Verleger und
Autor mathematischer Tafeln.

Die erste vollständige Tafel war das nicht. Die erschien mit den Logarithmen
der Zahlen 1 bis 100.000 im Jahr 1627 unter dem Titel Het tweede deel van de
Nieuwe telkonst und unter dem Namen von Ezechiel de Decker mit einer Dank-
sagung an Vlacq, der offensichtlich mitgearbeitet hatte.24 Diese Tafel wurde erst
1920 wieder aufgefunden.

Als nächstes veröffentlicht Briggs die Trigonometria Britannica sive de doctrina
triangulorum libri duo, Gouda 1633. Sie enthält eine Tafel der Logarithmen des
sinus und tangens für Hundertstel der Grade auf 14 Nachkommastellen, zu-
gleich mit einer Tafel des sinus, tangens und secans.

24 Auf die Beziehungen zwischen de Decker und Vlacq geht van Poelje [53] ein.

Bild 9: Briggs' Arithmetica logarithmica, Ausschnitt



Anmerkungen zur Idee der historischen Logarithmen 27

Im Kapitel 16 des Vorworts zur Trigonometria Britannica schreibt Briggs, dass
er für den natürlichen sinus den Radius des Kreises zu r = 1015  setzt, d. h. er
zeigt in der Tafel (Bild 10, erste Zeile links)

1015 ´ sin 44,67° = 1015 ´ 0,70302... ohne Bruchteile.
Die Kommas dienen nur zur Gruppierung der Ziffern für bessere Lesbarkeit.
Für den Logarithmus des sinus setzt er sin 90° (sinus totus) = 1010  bzw.
log (sin 90°) = 10. Die Tafel zeigt deshalb
log (1010 ´ sin 44,67°) = 10 + log (sin 44,67°) = 10 – 0,1530308... = 9,8469691...
Mit dieser Umformung übernimmt er eine neue Notation, die sein Kollege
Gunter erstmals verwendet hat. Man muss darauf achten, dass hier zwei Radien
unterschiedlicher Grösse verwendet werden: erstens der Kreisradius 1015, der
den Winkelfunktionswert ganzzahlig macht und gleichzeitig dessen Stellenzahl
angibt und zweitens der Radius 1010 für den sinus totus, mit dem 10 zum negati-
ven Logarithmus addiert wird.

Nicht unerwähnt bleiben soll die Veröffentlichung von Vlacqs Arithmetica Loga-
rithmica im Jahr 1628. Die Tafel enthält Logartithmen zur Basis 10 der Zahlen
und der Winkelfunktionen. Vlacq war ein geschickter und erfolgreicher Verleger
und Buchhändler. Das Werk wurde als Vorbild für folgende Tafeln viele Jahre
immer wieder aufgelegt – einschliesslich der enthaltenen Fehler. Da Vlacq die
sexagesimale Teilung der Winkel wählt und nicht wie bei Briggs die centesima-
le, hat sich auch erstere in der Folgezeit durchgesetzt.

Edmund Gunter (1581–1626), ab 1619 Professor für Astronomie am Gresham
College in London, und Henry Briggs waren Kollegen. Möglicherweise ist es
Briggs' Einfluss zu verdanken, dass 1620, noch vor Briggs, sein Canon triangu-

Bild 10: Briggs' Trigonometria Britannica 1633, Ausschnitt
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lorum sive tabulae sinuum et tangentium artificialium ad radium 10000.0000 et
ad scrupulum prima quadrantis... (Trigonometrischer Canon oder Tafeln der
künstlichen Sinusse und Tangenten mit einem Radius von 100.000.000 für jede
Minute des ersten Quadranten) erscheint. Man beachte die Wortwahl „künstli-
cher sinus“ für die Logarithmen auch hier noch. Die Zusammenstellung ist die
erste gedruckte Tafel mit Logarithmen trigonometrischer Funktionswerte zur
Basis 10.

Die Darstellung von log (sin 30°) (Bild 11, links oben) muss wie bei Briggs einige
Jahre später gelesen werden als

log (1010 ´ sin 30°) = 10 + log sin 30° = 10 – 0,301029996... = 9,6989700...

Der Canon triangulorum wird 1623 nochmals aufgelegt, im gleichen Jahr er-
scheint das Werk zudem mit englischem Titel und Vorwort. Gunter arbeitet
nicht nur an den theoretischen Aspekten seines Arbeitsfeldes. Er erfindet zu-
dem Rechen- und Messhilfen für Astronomen, Navigatoren und Landvermesser.

Auf die beiden multiplikativen Faktoren soll nachfolgend näher eingegangen
werden, weil der Nutzen zweier Radien manchmal nicht leicht zu durchschauen
ist. Dazu werden Tafeln aus verschiedenen Zeiten herausgegriffen und sowohl
ihre Kurzbeschreibung als auch die Angabe des Wertes log (sin 30°) =
– 0,30102999... aufgeführt:

Gunter Canon triangulorum, 1620, im Titel:
„Tabulae Sinuum et Tangentium artificialium ad Radium 10000.0000“
log (sin 30°) = 9698|9700.
Bei Gunter haben die um 10 vermehrten Kennziffern für Logarithmen
trigonometrischer Werte, wie wir sie bis zum Ende der Logarithmentafeln
im 20. Jahrhundert finden, ihren Ursprung. Der Radius 108 bezieht sich
auf die achtstellige Anzeige, nicht auf die Addition von 10. Warum er eine
solche Notation wählt geht aus dem Vorwort nicht hervor, weder in der
lateinischen noch in der englischen Ausgabe. Eine naheliegende Erklärung
besteht darin, dass Gunter negative Logarithmen bzw. negative Kennzif-
fern vermeiden will. Die Wahl der 10 als Summand liegt nahe, weil sie die

Bild 11: Gunters Canon triangulorum, Ausschnitt 30°
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Basis des Logarithmensystems darstellt und gross genug ist, um auch die
Logarithmen kleinster Winkelfunktionswerte in Tafeln noch positiv darzu-
stellen.

Briggs Trigonometria Britannica, 1633, Kap. 16:
„The logarithm is required for the radius of the circle or the total sine,
which is set by me as 10,00000,00000,0000. The logarithm agreeing to this
radius is set at 100000,00000, of which the characteristic... is 10 for the
number of places [the logarithm in modern notation is thus
10.000000000].“25

log sin 30° = 9,69897,00043,3602.
Der Radius 1015 benennt die Stellenzahl der Notation. Der Radius sinus
totus bzw. sin 90° wird zu 1010 gesetzt, sein Logarithmus beträgt 10.

Vlacq Tabellen der Sinuum...: wie auch der Logarithmorum..., 1689:
„...sind die Logarithmi aller zahlen der Sinuum und Tangentium gesucht
worden / den halben Zirckel-bogen gerechnet auff 1000000000,26 welchem
der Logarithmus 10.0000000000 ist beygefügt / und also folgends die
andern.“
log sin 30° = 9,6989700.
Mit anderen Worten: r = 1010, log (sin 90°) = 10.

Vega Logarithmisch-Trigonometrisches Handbuch, 2. Aufl., Leipzig 1800:
„für den Logarithmus des Halbmessers oder log.sin.tot. = 10,0000000
eingerichtet...“
log sin 30° = 9,6989700.
Hier steht das Komma für ein echtes Dezimaltrennzeichen.

Die Addition von 10 wurde noch weiter beibehalten, als man die Winkelfunktion
als Verhältnis zweier Seiten ansah bzw. den Kreisradius mit 1 ansetzte.

Wir müssen ein zweites Mal zu Napier zurückkehren, um einen Aussenseiter
unter den Berechnern von Logarithmen zu würdigen.

Jost Bürgi

Während Napier seine Logarithmen rechnete, tat dies auch völlig unabhängig
von ihm der Mathematiker, Uhrmacher und Instrumentenbauer Jost Bürgi27

(1552–1632), ohne Kenntnis von Napiers Arbeiten zu haben. Allerdings veröf-

25 Zitiert nach Ian Bruce [8].

26 Der Text wird nur verständlich, wenn man annimmt, dass zu dieser Zahl eine Null fehlt.

27 Sein Name wird auch mit Burgi, Borgen oder Byrgius angegeben (zitiert nach Neue Deutsche
Biographie. Band 2, Berlin 1955).
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fentlichte er seine Tafel trotz Drängens von Johannes Kepler erst 1620. Der
vollständige Titel lautet Aritmetische und Geometrische Progreß-Tabulen /
sambt gründlichem unterricht / wie solche nützlich in allerley Rechnungen zu
gebrauchen / und verstanden werden sol.
Das Werk erschien zu Beginn des Dreissigjährigen Krieges unter widrigen Um-
ständen, sechs Jahre nach Napiers Descriptio, und blieb ohne Folgen auf die
Entwicklung der Logarithmen. Der im Titel genannte Unterricht, eine Art Ge-
brauchsanleitung mit Rechenbeispielen, ist in den Tafeln nicht enthalten, er
wurde erst 1855 aufgefunden und ein Jahr später veröffentlicht. Deshalb konn-
te man mit der Tafel wenig anfangen, weil lange Zeit Unklarheit über die Inter-
pretation der Zahlen und über den Gebrauch der Tafel bestand.

Bürgi verwendet eine ungewöhnliche Schreibart der Dezimalbrüche, die ohne
den genannten Unterricht unverständlich bleiben muss und die man später den-
noch aus historischer Sicht kontrovers mit unterschiedlichen Ergebnissen dis-
kutiert hat. Die Autoren Lutstorf und Walter [47] geben eine umfassende Dar-
stellung des Werkes und seines historischen Hintergrundes. Der Unterricht ist
bei ihnen ebenfalls abgedruckt. Roegel [78] bewertet die bisherigen Interpreta-
tionen der Tafel Bürgis und stellt seine Sicht dar.

Wenngleich Bürgis Tafel keine Bedeutung erlangte, erweist es sich dennoch als
vorteilhaft, das Werk näher zu betrachten, weil es in manchen Eigenschaften
fortschrittlichere Ideen aufweist als die Tafel von Napier.
Bürgi setzt die arithmetische Folge 0, 10, 20, 30... (rot) als Logarithmen der geo-
metrischen Folge 1; 1,0001; 1,00012; 1,00013... (schwarz) als Numeri gegenüber.
Die Numeri sind durchgehend 9-stellig dargestellt, jedoch ohne Angabe des De-
zimaltrennzeichens28. Seine Tafel enthält die Logarithmen für die Numeri 1 bis
10, die dem ersten Anschein nach auch als 1´108 bis 10´108 gesehen werden
können, nicht für Winkelfunktionswerte. Sie sind verkürzt angegeben, sich
wiederholende Ziffernfolgen werden nur einmal notiert. Bürgi nennt Numeri
„schwarze Zahlen“, Logarithmen die „roten Zahlen“ und lässt sie auch in zwei
Farben drucken. Den Begriff Logarithmus verwendet er nicht. Das Titelblatt
(Bild 12) ist bereits eine kleine Tafel, die roten Zahlen im äusseren Kreis sind
die zugeordneten Logarithmen der schwarzen Zahlen im inneren Kreis.

28 Als Dezimaltrennzeichen dient ihm eine kleine Null über der Einerziffer  3̊ , eine Variante
der Darstellung, die dem Drucker zusätzlich zum Zweifarbendruck aus verständlichen Grün-
den erhebliche Schwierigkeiten bereitet haben muss. Bürgi führt zu seiner Dezimalschreib-
weise u. a. aus, dass bei einem fehlenden Trennzeichen die Zahl zwischen 0 und 10 liegt.
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Den Anfang der Progress-Tabulen zeigt das folgende Bild:
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Am linken Rand und oben stehen Summanden der Logarithmen in rot, die zu-
sammengezählt werden müssen, beispielsweise 0(oben) + 20(links) = 20 oder

Bild 12: Bürgis Progress-Tabulen, Titelblatt



Anmerkungen zur Idee der historischen Logarithmen 32

30(links) + 500(oben) = 530. Im Schnittpunkt von Zeile und Spalte steht der
zugehörige Numerus in schwarz. Einige Ablesebeispiele:

logBur 108´1,00000000 = 0
logBur 108´1,00010000 = 10
logBur 108´1,00020001 = 20
logBur 108´1,00501227 = 500
logBur 108´1,00511277 = 510

allgemein logBur 108´ ∋1∗ 1
104 (

n
10 = n

Am Ende der Tafel gibt Bürgi den in mehreren Interpolationen ermittelten
Wert

logBur 999999999 (≈ 108´10) = 230270,022

Dieser Wert ist wichtig, weil er bei Rechnungen mit Potenzen von 10 benötigt
wird. Seine Grösse macht den Umgang mit Potenzen von 10 nicht so einfach wie
später bei Briggs. Da bei Bürgi als Eingang in die Tafel die gleichmässig gestuf-
ten Logarithmenzahlen dienen sieht man seine Tafel auch als Antilogarithmen-
tafel an, mit der man zu einem gegebenen Logarithmus den zugehörigen Nume-
rus findet.

Über den Wertebereich der Numeri existieren unterschiedliche Auffassungen.
Lutstorf [47] sieht ihn als 1 bis 10 an, wobei das Rechnen mit grösseren Zahlen
deswegen nicht ausgeschlossen ist. Roegel betrachtet in seinem Kommentar zur
Rekonstruktion der Tafel von Bürgi diese als zirkulär angelegt. Er stützt sich
dabei auf die Rechenbeispiele im zugehörigen Unterricht. Gemeint ist, dass die
Numeri der Tafel nicht nur im Bereich 1 bis 10 oder 108 bis 109, sondern in
jedem Bereich zwischen 10n und 10n+1 liegend angesehen werden können. Da-
raus ergäbe sich, dass die Zuordnung zwischen Numeri und Logarithmen nicht

umkehrbar eindeutig wäre, es gelte viel-
mehr
logBur 0,1 ≡ logBur 1 ≡ logBur 10… = 0.
Diese Gleichsetzungen gelten selbstver-
ständlich nicht nur für Potenzen von 10
sondern für jeden Numerus:
logBur z ≡ logBur z´10n. Eine „Bürgische
Logarithmenskala“ sieht dann wie links
dargestellt aus. Man kann mit einem sol-
chen System durchaus rechnen, muss je-
doch stets beim Wechsel von einem Werte-
bereich in den anderen den Sprung in den
Werten der Logarithmen berücksichtigen.

Negative Logarithmen kommen bei Bürgi nicht vor. Im Anhang 3.3 werden
Rechenbeispiele mit den Logarithmen von Bürgi ausgeführt.
Obwohl sich bei Bürgi die Logarithmen in den Wertebereichen 10n bis 10n+1

wiederholen ist der Wechsel über eine Zehnerpotenz hinaus umständlich zu
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vollziehen. Zudem gilt in einem solchen Fall logBur x´y ≠ logBur x + logBur y.
Der Vorteil des Brigg'schen Systems ist hierbei klar erkennbar.

Für Roegel sind die Bürgischen roten Zahlen keine Logarithmen. Er bringt die-
se Auffassung im Titel Bürgi's Progress Tabulen (1620): logarithmic tables
without logarithms seiner Neufassung zum Ausdruck. Als Begründung führt er
zum einen die fehlende umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen Numeri und
Logarithmen an. Des Weiteren tritt nach seiner Meinung nicht bei Bürgi son-
dern erst bei Napier der abstrakte Begriff des Logarithmus zu Tage. Bürgis
Konzept hingegen basiere auf dem Gedanken der Hilfszahlen zum Rechnen und
stehe Stifel nahe. Solche Bewertungen führen zu einer ungewöhnlichen Frage,
die man an dieser Stelle nicht erwartet.

Was sind Logarithmen?

Man könnte auch fragen zu welchem Zeitpunkt in diesem diskontinuierlichen
Entwicklungsprozess zum ersten Mal Logarithmen aufgetreten sind. Gemeint
sind die historischen Logarithmen, definiert über Proportionen, nicht die mo-
dernen. Eine Antwort auf diese Frage ist keineswegs von nur theoretischer Na-
tur, sie bestimmt vielmehr die Priorität einer Erfindung, auf welche die Wissen-
schaftsgeschichte stets so grossen Wert legt.

Quellen der Entwicklung zu den Logarithmentafeln von Napier und Bürgi hin
sind zweifelsfrei Stifel und seine Vorgänger. Aus den Zuordnungen zwischen den
Gliedern einer geometrischen und einer arithmetischen Folge lassen sich sowohl
Hilfszahlen bestimmen als auch Rechenvorschriften ableiten, mit deren Hilfe
die Vereinfachung höherer Rechenarten möglich wird. Auch wenn das Kunst-
wort Logarithmus erst später geschaffen wurde sind mit ihm zunächst aus-
schliesslich Hilfszahlen gemeint, die von Napier auch so bewertet werden. Bei
Napier sieht Roegel die Trennung zwischen logarithmischem Rechnen mit
Hilfszahlen und den Logarithmen selbst. Zwei Gründe sind für ihn ausschlagge-
bend: Logarithmen müssen eine Funktion ihrer Numeri sowie umkehrbar ein-
deutig zuordenbar sein. Nach seiner Auffassung hat erst Napier zumindest die
Vorstellung einer Funktion. Zum Unterschied zwischen Napier und Bürgi
schreibt er zusammenfassend

„Beide definieren eine Zuordnung zwischen einer arithmetischen und
einer geometrischen Folge. Für Bürgi ist diese Zuordnung der Ausgangs-
punkt, für Napier hingegen ist die Zuordnung das Resultat einer abstrak-
ten Definition.“29

Folgt man dieser Argumentation werden erst mit Napiers kinematischem An-
satz die Hilfszahlen zu Logarithmen. Eine andere Meinung vertritt Gronau30.
Er meint, dass weder Bürgi noch Napier einen funktionalen Ansatz für das ver-

29 Roegel [78], Ausg. 12. Sept. 2012, Abschn. 5.6.3, Übersetzung von mir.

30 Gronau [74], Abschn. Ia.
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einfachende logarithmische Rechnen gefunden haben. Das sei erst Kepler gelun-
gen. Andere Autoren machen keine Aussage über eine Funktion bei Napier. Tat-
sache bleibt, dass erst Napier mit seinem kinematischen Modell einen stetigen
Ansatz wählt. Folgt man einer angenommenen Verbindung zwischen Logarith-
mus und Funktion, dann wird die Frage nach dem Zeitpunkt der Bewertung ei-
ner Hilfszahl als historischer Logarithmus abhängig vom Auftreten einer Loga-
rithmusfunktion oder zumindest einer Annäherung an sie.
Im Rahmen dieses Aufsatzes kann eine weiter gehende Diskussion der aufge-
worfenen Frage oder gar eine Antwort nicht gegeben werden. Die Frage nach
der Priorität, nach dem erstmaligen Auftreten von Logarithmen, lässt sich des-
halb nur differenziert beantworten. Das abgekürzte Rechnen mit Hilfszahlen ist
keine Erfindung Napiers. Das Prinzip des Verfahrens kannte man schon vor
ihm. Er hat vielmehr die erste brauchbare Logarithmentafel entworfen und be-
rechnet. Mit brauchbar ist eine kleine Stufung gemeint, die eine genügend gros-
se Anzahl von Numeri ohne Interpolationen zur Verfügung stellt. Den Ruhm
der ersten brauchbaren Tafel muss er sich mit Bürgi teilen, der zwar später pu-
bliziert, aber in etwa zur gleichen Zeit wie Napier zu rechnen begonnen hatte.
Neu bei Napier ist zudem die Definition der Hilfszahlen, jetzt Logarithmen ge-
nannt, sowohl mit Proportionen als auch über einen funktionalen Ansatz kine-
matischer Art.

Wenn auch manches für die Unterscheidung zwischen logarithmischem Rech-
nen und Logarithmen spricht, für Vergleiche der unterschiedlichen Hilfszahl-
bzw. Logarithmensysteme ist sie wenig brauchbar. Wie bereits im Verlauf der
bisherigen Erläuterungen geschehen bin ich daher der Übung einiger früherer
Autoren gefolgt und spreche generell von Logarithmen, die mit dem Namenszu-
satz des Entwicklers spezifiziert sind.

Die Frage nach der Basiszahl

Eine Frage, die in der Vergangenheit immer wieder gestellt worden ist betrifft
die Basiszahl früher Logarithmensysteme. Die Verwendung des Begriffs Basis-
zahl unterstellt bereits die moderne Definition des Logarithmus nach Z = bn; n
= logb Z  mit der Basiszahl b und vor allem mit der Folge logb 1 = 0 .

Eine Zusammenstellung der Arbeiten zum Basisproblem gibt Mautz [77]. Er be-
gründet auch, warum diese Frage überhaupt gestellt worden ist:

„In der zweiten Hälfte des 18. Jahrhunderts fand die Definition des Loga-
rithmus durch den grossen Einfluss Eulers allgemeine Verbreitung... Soll
man wegen Napier zwei verschiedene Arten von Logarithmen unterschei-
den oder soll man darnach trachten, die Napiersche Definition mit der spä-
ter auftretenden in Einklang zu bringen? Kann eine Übereinstimmung der
Definitionen erzielt werden ohne dass man wesentliche Änderungen an
den Logarithmensystemen vornimmt? Diese Fragen bildeten den Ur-
sprung des Basisproblemes und zeitigten viele Kontroversen...“
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Aufschlussreich ist auch folgender Satz weiter unten:
„Die Erfinder der Logarithmen dachten nicht an eine Logarithmenbasis
und erst die später einsetzende Entwicklung der Logarithmentheorie
drängte dazu, nachträglich den Napierschen und Bürgischen Logarithmen
eine Basis zuzuschreiben.“

Offensichtlich ist niemand auf die Idee gekommen, zwischen historischen Hilfs-
zahlen bzw. Logarithmen und Logarithmen moderner Definition zu unterschei-
den.

Über die Basiszahlen e und 1/e st bereits weiter oben geschrieben worden. Sie
ergeben sich aus Umformungen des funktionalen Ansatzes und sind nur formal,
ohne Entsprechung in der Realität, richtig, weil weder Napier noch Speidell
noch Bürgi an eine Basiszahl gedacht haben und darüber hinaus die Zahl e nicht
kennen konnten.
Das Problem der Basiszahl bei Zuordnungen zwischen den Elementen in arith-
metischen und geometrischen Folgen besteht u. a. darin, dass die moderne Defi-
nition mit b0 = 1  bzw. logb 1 = 0  nur einen Sonderfall in der Definition über
Proportionen darstellt. Mautz untersucht die Zuordnungen log 1 = 0  und
log a = 0  und zeigt, unter welchen Bedingungen man Basiszahlen ableiten
könnte. Er kommt zu dem Ergebnis, dass die gewünschte Übereinstimmung mit
dem modernen Logarithmensystem häufig nicht herstellbar ist. Entweder ent-
sprechen die Rechenregeln nicht den modernen, weil das zusätzliche Glied
log 1 ≠ 0  auftritt oder aber die Zuordnungen sind mehrdeutig oder Zahlenwer-
te in den Tafeln können unterschiedlich interpretiert werden und machen die
Bestimmung einer Basiszahl unmöglich.
Die Rückrechnung einer Basiszahl in historischen Logarithmensystemen ist, so-
fern überhaupt möglich, immer eine nachträgliche Umdeutung, deren Aussage-
kraft für sich bewertet werden muss.

Die Situation nach Napier

Von Napiers Logarithmen gehen unbestreitbar neue Impulse für die ange-
wandte Mathematik aus. Sie gehören zu den grossen Fortschritten des 17. Jahr-
hunderts. Er zeigt, dass man ein brauchbares System zur Vereinfachung von
Rechnungen erstellen kann. Dieser Nachweis wie auch die Unzulänglichkeit sei-
nes Systems geben anderen Autoren Anlass für Veränderungen, sodass für kur-
ze Zeit parallel neben der Bearbeitung durch Briggs weitere Logarithmensyste-
me erdacht werden. Daraus entsteht in den ersten 20 Jahren nach der Veröf-
fentlichung von Napiers Descriptio ein uneinheitliches Bild der als neu publi-
zierten Logarithmentafeln, wie sich aus der nachfolgenden Aufstellung der Ta-
felwerte für log (sin 30°) entnehmen lässt.
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Autor
Tafelwert für
log (sin 30°) System

Napier 1614 6931469 Napier

Ursinus 1618 69314718 Napier

Speidell 1619 930685 Speidell

Gunter 1620 96989700 Briggs

Bürgi 1620 logBur 0,5 =
16950 – 230270 =
–213320

Bürgi,
die Numeri sind keine
Winkelfunktionswerte

Kepler 1624 69314.72 Napier

Briggs 1633 9.69897000 Briggs

Crüger 1634 69315 Napier

Sieht man von der unterschiedlichen Stellenzahl und der Schreibweise des Dezi-
malbruchs ab werden in zwanzig Jahren nach 1614 vier Logarithmensysteme
entwickelt und publiziert: die von Napier, von Speidell, von Bürgi und von
Gunter / Briggs. Bürgi muss man insofern gesondert betrachten als er Napiers
Werk nicht gekannt haben kann und deshalb auch nicht von ihm beeinflusst
war. Erst nach etwa zwanzig Jahren verschwinden diese Parallelentwicklungen
und das System Napier / Briggs wird vollständig übernommen.

Der Mathematiker Caramuel gibt in seinem Werk aus dem Jahr 1670 eine aus-
führliche Darstellung der Logarithmensysteme seit 1614, die er vergleichend in
einer kleinen Tabelle zusammenstellt (Bild 13) [71, 2. Bd. ab S. 794].

Darin sind links Zehnerpotenzen von 100 bis 1010 dargestellt, nach rechts fol-
gend hierfür die Logarithmen von Briggs / Vlacq, von Napier / Kepler und ein
System, das er mit seinem Namen bezeichnet. Die Tafel von Speidell wird nicht
genannt.

Bild 13: Vergleich der Logarithmensysteme bei Caramuel
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Neben dem umfassenden Vergleich der Systeme enthält Caramuels Werk noch
eine mathematikhistorische Besonderheit. Briggs hatte Napier gegenüber einen
Vorschlag für das Grundgerüst eines neuen Systems vorgetragen, den er jedoch
nach einer Diskussion mit Napier zu Gunsten dessen Vorschlag beiseite legte.
Der Vorschlag beinhaltete die Festlegungen logBri 1010 = 0  und logBri 1 = 10.
Nachdem Briggs seinen Vorschlag verworfen hatte, war dieser noch nicht aus
der Ideenwelt der Logarithmen verschwunden. Caramuel möchte zwei Vorteile
in einem Logarithmensystem vereinigen. Von Briggs übernimmt er die ganzzah-
lige Stufung der Logarithmen für Potenzen von 10. Da hierbei log(sin tot≡1010)
nicht Null wird möchte er zudem diesen Ausdruck wie bei Napier Null setzten.
Als Begründung gibt er an, er käme zuweilen in trigonometrischen Berechnun-
gen vor. Das war auch Napiers Beweggrund bei seinem ersten System. Aus bei-
den Bedingungen ergeben sich Logarithmen wie sie in der Aufstellung oben un-
ter Logar. Caramuelis aufgeführt sind. Diese Vorgabe entspricht genau Briggs'
erstem Vorschlag. Wegen der Vereinigung zweier Vorzüge nennt er sie vollende-
te Logarithmen (logarithmi perfecti). In Bild 14 ist der Anfang seiner Tafel ab S.
852 wiedergegeben. Nach Henderson [35] ist dies die einzige Tafel mit einer der-
artigen Zuordnung überhaupt.

Briggs beschreibt seinen ersten Vorschlag in der Arithmetica Logarithmica, Ab-
schnitt Vorwort an den Leser. Dass Caramuel als Kundiger in Sachen Logarith-
men diese Passage nicht gekannt haben soll erscheint unwahrscheinlich. Er er-
wähnt Briggs des Öfteren, als Quelle oder Anregung seines Systems hingegen
nennt er ihn nicht.

Bild 14: Caramuels logarithmi perfecti, der Anfang der Tafel
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Die Methode des Rechnens mit Logarithmen gibt schon kurz nach dem Veröf-
fentlichen erster Tafeln einer weiteren neuen Idee einen Impuls. Gemeint sind
die logarithmischen Rechengeräte.

Logarithmische Rechengeräte

Wenn man durch Addieren und Subtrahieren der Logarithmen rechnen kann
liegt die Idee nahe, man könne diese Operationen auch mechanisch mit dem
Abgeifen von Strecken vorgegebener Längen ausführen. Aus der Umsetzung
dieser Idee gehen die logarithmische Skala und später der Rechenschieber mit
gegeneinander verschieblichen Skalen hervor.

Edmund Gunter bildet 1620 die Logarithmen als Strecken ab und trägt diese
zusammen mit anderen geteilten Linien auf ein Lineal auf. Er kann dann mit
dem Stechzirkel Strecken aufnehmen, an anderer Stelle anlegen und auf diese
Weise Berechnungen aus der Trigonometrie und Navigation ausführen (Bild
15). Seefahrer greifen gerne auf dieses Hilfsmittel zurück, sie nennen es
gunter's scale oder gunter scale oder einfach nur gunter.
William Oughtred (1575–1660) schlägt im Jahr 1627 aneinander gleitende lo-
garithmische Skalen vor. Robert Bissaker baut 1654 einen vierkantigen Rechen-
schieber mit beweglicher Zunge – der älteste bis jetzt bekannte. Er trägt mehre-
re von der Gunter-Skala abgeleitete Skalen. Der folgenden weit verzweigten
und facettenreichen Geschichte des logarithmischen Rechenschiebers soll nicht
weiter nachgegangen werden. Hierüber existiert vielfältige Fachliteratur.

Bild 15: Gunter-Scale
   oben: line of numbers,
   unten: die rechte Hälfte eines Originals
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Grosse Tafeln und ihre Fehler

Die Logarithmen begründeten einen Aufschwung im Bereich der angewandten
Mathematik, weil Rechnungen möglich wurden, die vorher nicht so einfach
durchführbar waren. Logarithmentafeln wurden gebraucht. Sieht man von den
wenigen später neu und mit besseren Methoden berechneten Tafeln ab, bilden
die Werke von Briggs und Vlacq die Ausgangspunkte für alle folgenden Tafeln.
Sogar das grosse Tafelwerk des 20. Jahrhunderts, die Logarithmetica Britanni-
ca von Alexander John Thompson, das letzte mit grossem Umfang überhaupt,
greift in seiner Neuberechnung auf Briggs zurück. Wenn die ersten Tafeln einen
Ausgangspunkt bilden heisst das einfach nur, dass sie immer wieder neu heraus-
gegeben, man könnte auch sagen abgeschrieben wurden – einschliesslich ihrer
Fehler.

Der Mathematiker, Philosoph und Erfinder Charles Babbage (1791–1871) kennt
die Problematik der Fehler und untersucht historische und zeitgenössische Lo-
garithmentafeln. Seine Idee einer Differenzenmaschine, mit der man fehlerfreie
Tafeln berechnen kann, geht auf die festgestellte Unzulänglichkeit der vorhan-
denen Tafeln und auf den hohen Aufwand bei der Herstellung möglichst korrek-
ter Tafeln zurück. Fehler konnten bei der Berechnung, bei der Übertragung der
Ergebnisse in die Druckvorlage und schliesslich beim Setzen selbst entstehen.
Im Jahr 1827 veröffentlicht er einen Artikel über die Ergebnisse seiner Unter-
suchungen, dem er eine Tabelle mit den häufigsten wiederkehrenden Fehlern
beifügt [4]. Die Tabelle ist in Bild 16 aufgeführt.
Die Aufstellung gibt die sechsten und siebten, zuweilen auch noch die folgenden
Stellen der Tafelwerte, wobei die falschen überstrichen sind. Die Wiederholung
der immer gleichen Fehler ist offensichtlich. Unabhängig von der Qualität der
Fehler kann die Schlussfolgerung nur lauten, die Tabellenwerte sind immer wie-
der abgeschrieben worden.
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Babbage berichtet zudem von einer Tafel mit chinesischen Schriftzeichen aus
der Bibliothek der Royal Society, in der die gleichen Fehler wie bei Vlacq enthal-
ten sind. Auch sie muss abgeschrieben worden sein. Als fehlerfrei nennt er die
Tafeln von Vega, die gegenwärtige von Callet und seine eigene.31

Als Korrektur der vorhandenen Tafeln werden immer wieder Fehlerlisten veröf-
fentlicht. Manche Herausgeber setzen Geldpreise aus für jeden, der einen bisher
unbekannten Fehler findet. In einem Bericht schreibt Gernerth [23] 1863 mit
einem gewissen Spott über die Qualität einer zeitgenössischen Tafel

„Der Verleger von Köhlers Tafeln setzte in der ersten Auflage für jeden
Fehler einen Louisd'or aus, war aber vorsichtig genug, es in den folgenden
Auflagen nicht mehr zu thun, wodurch er jedenfalls viel Geld erspart
hat...“

und gibt auch gleich eine aufschlussreiche Begründung
„...da seither Schrön (Logarithmentafeln, Braunschweig, 1860, Vorrede, S.
5) nicht weniger als 455 andere Fehler in der achten Decimalstelle der Lo-

31 Callet, Jean-François:Tables Portatives de Logarithmes contenant les logarithmes des nombres
depuis 1 jusq'à 108,000... erstmals Paris 1795,
Vega, Jurij: Logarithmische, trigonometrische,und andere zum Gebrauche der Mathematik eingerichtete
Tafeln und Formeln, erstmals Wien 1783,
Babbage, Charles: Tafel Table of the Logarithms of the Natural Numbers from 1 to 108000, London 1841,
die wiederholt aufgelegt wird [14]. Sie ist nicht wie zuweilen vorgetragen mit Hilfe einer Maschine ge-
rechnet.

Bild 16: Aufstellung von Babbage über die wieder-
           kehrenden Fehler in Logarithmentafeln
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garithmen der Zahlen 102000 bis 108000 gefunden hat, die aber auch ge-
nau übereinstimmend in Callet, Babbage und Vega-Hülsse vorkommen.
Und dennoch gehören Köhler's Logarithmentafeln unstreitig zu den cor-
rectesten, die erschienen sind.“

Wie berichtet wird war das kein Einzelfall. Gernerth stimmt in seinen Untersu-
chungen nicht in allen Punkten mit den Feststellungen von Babbage überein,
kommt jedoch letztendlich zum gleichen Ergebnis wie dieser, nämlich dass man-
che Tafeln als nicht zuverlässig gelten. Zwischenzeitlich sollen Korrekturta-
bellen helfen und Diskussionen werden geführt über die Art der Fehler und ihre
Häufigkeit [25, 26]. Man stellt fest, dass die Fehlerhäufigkeiten von Tafel zu
Tafel, abhängig vom Herausgeber bzw. früheren Bearbeiter, erheblich variieren.
Während in den ersten Jahrzehnten nach Napier die Toleranz gegenüber Tafel-
fehlern noch grösser war plädiert Gernerth Mitte des 19. Jahrhunderts für eine
strenge Auffassung: der Fehler darf höchstens eine halbe Einheit in der letzten
Stelle betragen. Mit anderen Worten muss das Runden richtig ausgeführt wer-
den. Mit diesem strengen Massstab erhöht sich zwangsläufig die Anzahl der
Fehler in einer alten Tafel auf Hunderte. So stellt man fest, dass Vlacqs Tafel
603 Fehler aufweist, die Hälfte davon jedoch angeblich unbedeutend.

Zu Beginn des 19. Jahrhunderts kennt Charles Babbage diese Zustände und
deren Ursachen aus eigener Erfahrung. Er sucht eine Lösung für das Problem
und findet sie in der maschinellen Berechnung mit möglichst automatischem
Ausdruck. Im Rechenverfahren greift er auf die Methoden der Differenzenrech-
nung zurück [45].

Diskrete Logarithmen

Napiers Vorstellung von den „künstlichen“ Zahlen, die die Arbeit mit den „na-
türlichen“ Zahlen erleichtern sollen, bekommt zu Begin des 20. Jahrhunderts
im Zusammenhang mit Rechenhilfen eine neue Ausprägung. Der zunehmende
Einsatz ganz unterschiedlicher Systeme in mechanischen Rechenmaschinen
veranlasst Karl Hoecken im Jahr 1913 zu einem Artikel über mechanische Re-
chenmaschinen [37]. Im besonderen geht er auf die Mechanismen der sogenann-
ten reinen Multipliziermaschinen digitaler Bauart ein. Das sind Maschinen, die
nicht wie andere Rechenmaschinen durch fortgesetzte Addition in mehreren
aufeinander folgenden Arbeitsgängen sondern direkt unmittelbar multiplizie-
ren. Dazu muss der Mechanismus in einem Arbeitsgang aus zwei einstelligen
Zahlen jedes Produkt des kleinen Einmaleins von  0´0=0  bis  9´9=81  generie-
ren können. Wir kennen aus der Geschichte der Rechenmaschinen mehrere der-
artige Mechanismen, manche nur als Entwurf und andere tatsächlich gebaut.

Hoecken stellt in seinem Aufsatz erste Überlegungen für einen Multiplizierme-
chanismus aus verschieblichen Stangen an. Zur Vereinfachung möchte er die
Multiplikation durch eine Addition ersetzen und zeigt seine Vorstellungen an
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den Eigenschaften eines Rechenschiebers. Da ihm Logarithmen hierfür nicht
geeignet erscheinen greift er dazu auf Zahlen zurück, die zu den Logarithmen
ähnliche Eigenschaften besitzen, nämlich die zahlentheoretischen Indizes. Die
nachfolgende Tabelle hat er für seine Zwecke eingerichtet.

Sie enthält in den Spalten N die Numeri 1 bis 9, welche multipliziert werden
sollen, sowie alle Produktzahlen 10 bis 81 des kleinen Einmaleins und in den
Spalten I einen zu jedem Numerus gehörigen Index. Die Indizes sind so ge-
wählt, dass an Stelle der Multiplikation zweier Numeri die Addition deren Indi-
zes tritt. Man kann beispielsweise rechnen

3´8=24, oder
vereinfacht mit Indizes  Ind(3) + Ind(8) = 7 + 3 = 10;
zum Index 10 gehört der Numerus 24.

Die Indextabelle oben sowie zwei weitere Tabellen dieser Art in Hoeckens Arti-
kel sind empirisch gefunden und dienen ausschliesslich dem Zweck der verein-
fachten Multiplikation. Das Rechnen mit Zwischenwerten ist nicht möglich,
ebensowenig das Verlassen des Wertebereichs der Numeri. Soweit bisher be-
kannt wurde Hoeckens Multipliziermaschine nicht gebaut.
Erwähnt werden muss auch Percy E. Ludgate (1883–1922), Buchhalter in
Dublin, der ein ähnliches Systen ganzzahliger Logarithmen für seine analyti-
sche Maschine vorgesehen hatte [70]. Er nannte seine Zahlen „ Irish Loga-
rithms“, eine Wahl, die man als humorvoll gefärbten Patriotismus interpretie-
ren kann [69].

Die systematische Bearbeitung des Ansatzes von Hoecken bringt uns zu den
diskreten Logarithmen. Diskret bedeutet in diesem Zusammenhang ganzzahlig
und ohne Zwischenwerte. Obwohl ihr Anwendungsgebiet nicht bei Rechenhilfen
sondern in der Kryptografie liegt, begegnen sie uns ein weiteres Mal im Prinzip
des Rechenschiebers von Schumacher.
Johannes Schumacher (1858–1930) beschreibt die Rechenhilfe und deren theo-
retische Grundlagen in seinem Werk Ein Rechenschieber mit Teilung in gleiche
Intervalle auf der Grundlage der zahlentheoretischen Indizes aus dem Jahr 1909
[58]. Er verwendet eine Tabelle mit Indizes, die in Bild 17 dargestellt ist.
Sie wird wie bereits zuvor gezeigt für Multiplikationen verwendet.
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Mit den Indizes Ind(2) = 1 und Ind(7) = 9 aus der Tabelle lässt sich multipli-
zieren

2 ´ 7 = 14  oder  1 + 9 = 10;
7 ´ 7 = 49  oder  9 + 9 = 18.

Die Addition der Indexzahlen lässt sich mechanisch leicht mit zwei gegeneinan-
der verschiebbaren Skalen realisieren. Nach Entwürfen des Erfinders hat die
Firma A. W. Faber den Rechenschieber Modell 366 System Schumacher heraus-
gebracht [41]. Bild 18 zeigt zwei Rechenschieber, links den von Schumacher und
rechts einen logarithmischen üblicher Bauart, beide eingestellt zum Ablesen
von Vielfachen der Zahl 7. Die 1 der beweglichen Skala steht gegenüber der 7
auf der festen Skala. Vielfache werden gegenüber des ersten Produktfaktors auf
der beweglichen Skala abgelesen.

Der Rechenschieber System Schumacher weist Nachteile gegenüber einem loga-
rithmischen Rechenschieber auf. So sind die Zahlen auf den Skalen nicht dem
Wert nach aufsteigend angeordnet, Zwischenwerte kann man nicht ablesen und
die Behandlung grösserer Zahlen wird umständlich. Er erhielt von Seiten seiner
Zeitgenossen keine positiven Bewertungen32 und fand nur wenig Verbreitung.

32 Beispielsweise von Schrutka in Monatshefte f. Mathematik, Vol. 20, Nr. 1, Dez. 1909, Lit.be-
richte S. 55: „...Nur verliert hier einer der Hauptvorteile des logarithmischen Rechenschie-
bers nämlich seine für ein überaus grosses Anwendungsgebiet ausreichende und doch nicht
übergrosse Genauigkeit, völlig seine Bedeutung...“.

Bild 17: Indextabelle von Schumacher
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●●●●●●●●

►

►

Bild 18: Vielfache von 7 auf Re-
chenschiebern (RS) eingestellt
links:RS Schumacher, Ausschnitt,
rechts: ein üblicher logarith. RS
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Anhang 1: Ein Rechenbeispiel nach der prosthaphäretischen
Methode

Wir multiplizieren
147,809 ´ 0,6756

und verwenden dazu die Formel

sin a√sin c < 1
2 Ζsin∋∋90 °− a(∗c (− sin∋∋90 °− c(− a( ∴   (für ac  90° )

sowie eine Tafel33:

147809 ≡ sin   8° 30' (c)
    6756 ≡ sin 42° 30' (a)

90° – 42° 30' + 8° 30' = 56° →  sin 56° = 8290376
90° →– 42° 30' – 8° 30' = 39°    sin 39° = 6293204

Das Komma bleibt zunächst unberücksichtigt.

8290376 – 6293204 = 1997172

1997172 / 2 = 998586

Das Ergebnis muss noch den Potenzen von 10 in den
Produktfaktoren angepasst werden.

147,809 ´ 0,6756 = 99,8586  (richtig 99,8597604).

Multiplizieren kann so einfach sein.

33 Entnommen aus Anonym (Blaeu ?): Tabulae sinuum, tangentium et secantium ad radium
10000000. Amsterdam 1639

Grad  Sinus

8° 30'  14780.94

39°   0'  62932.04

42° 30'  67559.02

56°   0'  82903.76
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Anhang 2: Napier – Eine Logarithmentafel anordnen

Napier gibt in seiner Constructio nicht nur umfassende Erläuterungen zu
seinen Logarithmen, er beschreibt sogar, wie man die Tafel selbst anfertigt. Der
Anfang dieses Abschnitts ist hier wegen seiner Detailtreue aus Bruce [52]
vollständig zitiert.

„59. To put in place a Table of Logarithms.
Forty five rather long pages are to be prepared, in order that besides the
upper and lower margins sixty lines of numbers are to be accommodated.
All of the pages are to be divided by 20 equally spaced transverse lines: and
all of the distances are divided to take three rows of numbers. From this all
of the pages are divided into seven columns by vertical lines, with two lines
put in place between the second and third column, and between the fifth
and the sixth: between the others only a single line is put in place. The
first page at the top left hand side, above the three columns, has this title
written: | 0 Degrees |, and there is written below at the right-hand side
under the three final columns thus | 89 Degrees |. The second page has
written on top to the left-hand side thus | 1 Degree |, and written
underneath thus | 87 Degrees |. And by proceeding thus with the other
pages, in order that one less than the quadrant or 89 degrees is always
filled up by the addition of the degrees above and below. Then the first
column has this title for the individual pages written above: | Minutes of
the above degrees |. The second column has this title written above:
| Sines of left-hand arcs |. The third column has this title written above
| Logarithms of the left-hand sines |. The fourth column has this title
written above: | Differences between the logarithms of the
complements |. The fifth column has this title written below:
| Logarithms of the right-hand arcs |. The sixth column has this title
written below: | Sines of the right-hand arcs |. The seventh column
has this title written below: | Minutes of the degrees written below |.
There upon the number of the minutes can be put in place in the first
column progressing from 0 to 60...“
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Anhang 3: Rechenbeispiele mit Logarithmen

Es folgen Rechenbeispiele in verschiedenen Logarithmensystemen. Die Bei-
spiele sind einfach gehalten, sie zeigen dennoch die spezifischen Besonderheiten
der jeweiligen Systeme. Den Anfang machen die Briggsschen Logarithmen. Sie
sind hier mit aufgenommen, weil möglicherweise jüngeren Lesern die Arbeit mit
ihnen nicht mehr geläufig ist.

Anh. 3.1: Beispiel Briggs

Wir berechnen 310000 . Wegen 10000 = 104 gilt log 104 = 4.

log 104 / 3 = 4 / 3 = 1,33...

Ein Tafelausschnitt34 wird links gezeigt.

Die Mantisse (Nachkommastellen) 3333 findet sich
nicht in der Tafel. Die beiden aufgeführten Werte
davor und danach lauten, ohne Berücksichtigung
der Zehnerpotenz,
log 2154 = 33325 und
log 2155 = 33345.

Wegen  33345 – 33325 = 20  wird zur Bestimmung
der nächsten Ziffer nach 2154 (log 2154x = 33333)
die Proportionaltafel 20 rechts im Bild verwendet.
Mit den Differenzen der Logarithmen
33333 – 33325 = 8
bestimmt sich die gesuchte Ziffer aus der kleinen
Tafel zu 4. Der gesuchte Numerus lautet demnach
21544. Mit der Kennziffer 1 links vom Komma in
1,3333 ist das Ergebnis grösser 101 und kleiner 102.
Es lautet letztendlich im Rahmen der möglichen
Genauigkeit 310000<21,544  (genau 21,5443469...).

Die Vorteile des Logarithmensystems nach Briggs
bestehen darin, dass erstens die Logarithmen mit
den Numeri steigen und zweitens log 10n = n gilt,
was Rechnungen mit Zehnerpotenzen erheblich
erleichtert.

34 Entnommen aus Schulz, P.: Fünfstellige logarith. u. trigonometr. Tafeln. 14. Aufl. Bamberg
1937.
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Anh. 3.2: Beispiel Napier

Quelle: Descriptio, problema 1 als Beispiel zu propos. 1: für die Logarithmen
dreier Zahlen in einer Proportion gilt, dass der Logarithmus der dritten Zahl
identisch ist mit zweimal dem Logarithmus der zweiten minus dem
Logarithmus der ersten.
Mit den Zahlen des Beispiels:

für 107

7071068
< 7071068

x
gilt log x = 2 ´ log 7071068 – log 107 .

Die unbekannte Zahl x ist gesucht.

Die zugehörigen Tafelausschnitte:
(in Tabelle 30° die Zeilen oben auf der Seite, in Tabelle 45° die Zeilen unten auf
der Seite):

Die Rechnung:

3465735 = logNep 7071068 aus Tabelle 45°

+ 3465735              #

–  0 = logNep 107

6931470 = logNep 5000000 aus Tabelle 30°

Das Ergebnis: x = 5.000.000.
Das Glied logNep 1 tritt in Proportionsrechnungen dieser Art nicht auf.

                Sinus     Logarithmi Differentia Logarithmi   Sinus
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Ein weiteres Beispiel.
Crüger gibt in seiner Praxis trigonometriae logarithmicae cum logarithmorum
tabulis eine Tabelle der Napierschen Logarithmen für Zahlen von 1 bis 9999.
Ein Ausschnitt ist unten wiedergegeben. Wir berechnen damit  53.

Wie oben gezeigt gilt für Logarithmen nach Napier

logNep ∋an(< n√logNep a− ∋n− 1(logNep1 , hier

logNep ∋53( < 3√ logNep5− 2√logNep 1

760090 logNep 5

+ 760090

+ 760090

=
2280270

– 921034 – logNep 1

– 921034

= 438202 logNep 125 interpoliert ergibt sich
125 + 1/797 = 125,00125
(genau 53 = 125)

⋮
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Anh. 3.3: Beispiel Bürgi

Im Unterricht gibt Bürgi folgendes Beispiel35:
Es soll dividiert werden 154030185 / 205518112

Die notwendigen Werte aus der Tafel:

43200 – 72040 wird negativ. Bürgi multipliziert
daher mit 10, d. h. er addiert als erstes die „ganze
rote Zahl“ 230270022  , jedoch nicht 6-stellig
sondern 9-stellig für grössere Genauigkeit. Er
muss daher die beiden anderen Logarithmen
ebenfalls um drei Stellen erweitern.

230270022

+ 43200000

= 273470022

– 72040000

= 201430022

Jetzt muss noch interpoliert werden. Bürgi macht dazu keine Angaben. Er kann
nur folgenden Weg gewählt haben:

201430000 749472389

201440000 749547336

Diff. =      10000        74947

201430022 (Ergebnis) – 201430000 (nächster Tafelwert) = 22
749472389 (nächster Tafelwert) + 22 ´ 74947 / 10000 = 749472554

Da das Ergebnis kleiner als 1 sein muss ergibt sich

154030185
205518112  = 0,749472554 oder wie Bürgi schreibt 0 749472554

1000000000

35 Lutstorf [47], S. 30 oben.

logBur Num

43200 154030185

72040 205518112

230270022 10n

201430 749472389

201440 749547336
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Es folgt ein Beispiel36 für eine Rechnung über den Wertebereich der Tafel
hinaus. Zu berechnen sei 54 .

Die notwendigen Werte aus der Tafel:

logBur 5 = 160950  (eine Näherung, der Einfach-
heit wegen ohne Interpolation)

160950 ´ 4 = 643800
Diese „rote Zahl“ (Logarithmus) liegt ausserhalb
der Tafel. Wir dividieren solange durch 10 bis ein
Wert innerhalb des Bereichs der Tafel erreicht wird.

logBur a .10 < logBur a− logBur 10

643800

– 230270 logBur 10
(sechsstellig wie die anderen Logarithmen !)

413530 noch zu gross

– 230270

= 183260 = logBur 6,24954322

Das Ergebnis:
54 = 100´6,249543 = 624,9543  (richtig 625)

●●●●●●●●

36 Lutstorf [47], S. 38, vom Autor gewähltes Beispiel für Interpolationen.

logBur Num

160950 4,99990809

183260 6,24954322

230270 10
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Bildnachweis

Bild 12 v. Mackensen, Ludolf:
Die erste Sternwarte Europas mit ihren Instrumenten und
Uhren. 400 Jahre Jost Bürgi in Kassel. Ausstellungska-
talog hgg. v. Landesmuseum in Kassel. München 1979.
Vom Verfasser mit der fehlenden Farbe rot nachkoloriert

15 oben: The Works of Edmund Gunter, London 1653: The
First Book of the Crosse-Staffe, p. 19,
unten: Privatbesitz des Verfassers

16 Lit. [4]

17 Lit. [58]

18 links: Lit [58]
rechts: Foto Verfasser

alle anderen Bilder, sofern nicht Ausschnitte von Digitali-
saten originaler historischer Vorlagen, und Zeichnungen
sind vom Verfasser erstellt.
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